Eduard Subert: Koktejl — ndpoj je vektorem z linedrniho obalu ingredienct.

V roce 2012 se na katedfe matematiky FJFI CVUT v Praze konala Matematicka
fotosoutéz. Vitézny snimek — tykajici se prave linedrni algebry — jsme si se svolenim

autora vypujcili pro osvézeni této ucebnice.



Predmluva

Skripta, ktera drzite v ruce, vznikla v izké spolupraci se studenty, kteri byli v akademickém
roce 2012-2013 prvaky. Texty jsem zverejnovala postupné jako poznamky k prednaskam
a studenti mi sdélovali své pripominky k nim, opravovali nalezené preklepy, davali zlepsujici
navrhy. Dva z nich nakonec otiskli své stopy do skript tak nesmazatelné, ze jsem jim navrhla
spoluautorstvi. (Bohuzel jejich jména nefiguruji na obdlce, protoze to podle pravidel neni
mozné, ale to nic opravdovosti jejich spoluautorstvi neubird.) Jakub Krasensky nesmirné
peclivé texty procetl, odstranil fadu chyb, vytiibil jazyk a sjednotil styl. Rodici se skripta
s nfm prozila i prazdniny — procestovala CR i cizinu, kdyz Jakub vychytaval posledni mouchy.
Jakub Klinkovsky se zase chopil ilustraci. Neptejte si védét, jak vypadaly obrazky pred
jeho zéasahem. Ovsem podékovani patri i fadé dalsich student. Jmenovité pak Kateriné
Jirakové, ktera pti uceni se na zkousku odhalila ¢etné nepresnosti, a Ondreji Groverovi,
jenz mé zejména upozornil na dilezitost formatovani.

Skripta jsou urcena studentiim prvniho roéniku ,Jaderky*. Zahrnuji latku k povinnému
predmétu Linearni algebra 1 (LNA1) a volitelnému predmétu Linearni algebra plus (LAP).
Symbolem Y jsou oznaceny pasaze, které se tykaji pouze LAP a v ramci LNA1 neni jejich
znalost vyzadovana. Hvézdickami je také naznacena obtiznost tikolu, které jsou ponechany
¢tendri k TeSeni (zadnd hvézdicka = lehky tikol, * = obt{Znéjsi ukol, s = tézky ikol). Déle
se v textu objevuji poznamky pod carou, které obsahuji smés historickych tudaji, informaci
ke znaceni, terminologii apod. (Jsou urceny k letmému procteni, nikoliv k uceni.)

Linearni algebra je velmi abstraktni, univerzalni a logicky vystavéna. Jelikoz se na
stfednich skolach nevyucuje, budete mit moznost béhem prvaku sledovat, jak se mate-
maticka disciplina buduje tuplné od zakladu. Naucite se pracovat systémem ,definice,
véta, dikaz“. Navic kouzlo linearni algebry spocivd v jednoduchosti dikazi (Zddné umélé
konstrukce jako v matematické analyze).

Zacatecnik zrejmé tento fakt neoceni ihned. Dokonce se miize stat, ze se velkého
stupné abstrakce zalekne. Proto je pro néj pripravena v dodatku kapitola z historie
linearni algebry, ktera mu prozradi, ze pojmy ze zacatku semestru, napriklad vektorovy
prostor, byly v historii az jakousi tresnickou na dortu — vyvoj linedrni algebry zavrsily.
Proto neni neobvyklé, Ze prvakovi v iivodnich tydnech semestru pripada linearni algebra
nepochopitelna.

Linearni algebra je — opét ve srovnani s matematickou analyzou — mlada disciplina. Prvni
ucebnice vznikaly az na zacatku 20. stoleti. Na FJFT je autorem koncepce kurzu linearni
algebry prof. Miloslav Havliéek, ktery ji také zpocatku ucil. Dlouha léta pak prednésel
linearni algebru Jiri Pytlicek, prom. mat. Svym preciznim vykladem, spravedlivym
pristupem, ale i povéstnou prisnosti vychoval celé generace matematikii — mit hotovou
zkousku od Pytlicka, to totiz néco znamenalo! Asistent Pytlicek se stal legendou, o ¢emz

svedci i pameétni deska, jiz ,mimoradnému uciteli, ktery na FJFI v letech 1966-2011 svym



nezaménitelnym zptisobem prednésel linedrni algebru“ vénovali studenti z vlastni iniciativy.
I v téchto skriptech tu a tam na asistenta Pytlicka zavzpominame a pripomeneme jeho
slavné vyroky.

Pytlickiv pifstup k linedrni algebfe by se dal oznacit za bourbakisticky ! — razil nézor,
ze linearni algebra je krasna ve své abstraktnosti a obecnosti a neni tfeba tuto krasu zastirat
ilustracemi pojmi na konkrétnich obycejnych prikladech (alespon ne béhem prednasek
a ve skriptech). V tomto sméru jsem se ovSem nesnazila asistenta Pytlicka kopirovat. Misto
toho jsem se nechala ovlivnit doc. Emilemm Humhalem, ktery taktéz dlouha léta linearni
algebru prednésel (ovSem hlavné studentim nematematickych smért) a prosazoval zasadu,
ze i pres abstraktnost mize linedrni algebru na postacujici irovni pochopit kazdy pilny
student. Proto se snazime ilustrovat nové pojmy a praci s nimi na prikladech a nechybi
ani motivacni texty, které maji ¢tenari ukazat, ze linearni algebra je vSudypritomna a ze
jeji poznatky jesté mnohokrat zuzitkuje. (Z motivacnich tloh se ale samoziejmé nezkousi.)

Jsem velmi rada, ze lektorkou skript se stala prof. Edita Pelantova, ktera se postarala,
abychom ve své snaze vse vylozit nezachazeli az do zbyteénych detaili. A zejména diky
své peanovské 2 schopnosti odhalovat chyby a zjednodusovat ditkazy pohlidala korektnost
tvrzeni a matematickou eleganci dikaz.

Zéavérecny dik pak patii Ing. Petru Ambrozovi, Ph.D.; a Ing. Tomasi Hejdovi za

jejich cenné rady tykajici se formatovani a typografie.

V Treboni 1. srpna 2013 Lubomira Balkova

I'Nicolas Bourbaki byl pseudonym, pod kterym od roku 1935 publikovala své prace skupina prevazné
francouzskych matematiki. Clenové této skupiny jsou oznacovani jako bourbakisté. Jejich cilem bylo
vybudovat celou matematiku axiomaticky na zékladé teorie mnozin. A to co nejobecnéji, naprosto rigorézné

a zasadné bez pouziti obrazku, prikladu a bez zajmu o aplikace.
2Ttalsky matematik Giuseppe Peano — jak je uvedeno i v Dodatku 2: Historie vektorového prostoru —

mél schopnost snadno nachazet chyby a protipriklady a v matematickych diskuzich a textech se vyjadroval

presnéji nez vsichni ostatni.



Seznam pouzitych symboli
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1 Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Reseni soustav linedrnich algebraickych rovnic (LAR) je zékladni dovednosti, bez niz se

v linearni algebfe neobejdeme. Proto se hned v ivodni kapitole nau¢ime rozhodnout, zda

je dand soustava LAR fesitelnd, a najit alespon jedno feSeni (pokud soustava Tesitelnd

je). Na kompletni popis mnoziny feseni soustavy LAR budeme muset pockat az do konce

semestru — elegantné jej formuluje Frobeniova véta.

Soustavou m linearnich algebraickych rovnic (LAR) pro n neznamych nazveme

kazdou sadu rovnic tvaru:

a11T1 + ATz + ... + ATy, = b1
211 + A9T2 + ... + Qo,Tp bg
Am1T1 + AmoXos + ... + GunTn = by,
kde ¢isla a;; a b; pro ¢ € m a j € n jsou komplexni.
Nézvoslovi:
by
b2 4 7’ ,
e Sloupec | . | se nazyva sloupcem pravé strany.
bm
xr1
e v/ :B2 VvV e v . v /7 ’
e Sloupec komplexnich ¢isel | . |, pro néz jsou vSechny rovnosti splnény, se nazyva

In

resenim soustavy.

o Matici soustavy rozumime tabulku koeficienti u neznamych (v i-tém radku jsou

koeficienty z i-té rovnice):

ail a2 aln
A a21 a2 a2n
aml Gm2 -.- (Gmn

« Rozsifenou matici soustavy nazyvame matici soustavy rozsitenou o sloupec pravé

strany:
a1l ai2 ... aip | b1
N a1 a2 ... azp | b2
(AJp) =
Aml Am2 ... Gmn | bm

13



1 SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

« Rikdme, Ze soustava je homogenni neboli bez pravé strany, pokud je sloupec

pravé strany nulovy, tj. by = by = --- =1, = 0.

e V opacném piipadé se jednd o soustavu s pravou stranou.

o Homogenni soustava ma vzdy alespon jedno feSeni, a to feSeni | . |. Toto reseni

nazyvame trivialnim.
Poznamka 1.1. Dilezité je uvédomit si, Ze existuji soustavy, jez reseni nemaji. Napriklad

31‘1 + 21’2 =35
3[E1 + 21‘2 = 7.

A naopak existuji soustavy, které jich maji vice. Napriklad
3.CE1 -+ 2.(132 = 5
633'1 -+ 4£C2 = 10

1 -1
mé reseni (1 a také Nk Dokonce méa nekonecéné mnoho resSeni.

V této kapitole se nebudeme ucit hledat vSechna reseni, ale budeme se zabyvat dvéma

trochu leh¢imi otazkami:
(a) ,Jak zjistit, zda je dana soustava fesitelna?“

(b) ,Jak najit alespon jedno feseni?“ (Samoziejmé za predpokladu, Ze soustava je resi-
telna.)

Budeme prevadét soustavu do tak jednoduchého tvaru, ze z néj bude odpoved na tyto dveé
otazky zrejma. Dulezité je, ze ipravy budeme provadét tak, abychom neménili mnozinu

reseni. Takovym upravam se rika ekvivalentni a budeme pouzivat nasledujici t¥i:
1. zdména dvou rovnic,
2. pric¢teni nasobku jiné rovnice k vybrané rovnici,
3. nésobeni rovnice ¢islem « # 0.

Snadno nahlédneme, ze takovymi tipravami se skutec¢né mnozina feseni soustavy nemeéni.
Pro zjednoduseni nemusime tyto tpravy provadét s rovnicemi, ale mtizeme je provadét

primo v rozsitené matici soustavy. Jde potom o tpravy:

1. zaména dvou radk,

14



2. pri¢teni nasobku jiného fadku k vybranému radku,
3. nésobeni radku ¢islem a # 0.

Tyto tpravy budeme provadét s cilem dostat rozsitenou matici soustavy do tzv. horniho

stupniovitého tvaru. 3

Definice 1.2. Matice B o m fadcich a n + 1 sloupcich s prvky b;;,7 € m, j € n/—i—\l, tedy

tabulka ¢isel

bi1 b1z ... bin bigngn)
ba1 b2 ... ban by(nga)

B - . . . . . I
b1 bm2 ... bmn bm(n+1)

je v hornim stupnovitém tvaru, pokud méa vsechny prvky nulové, nebo existuje £ € m
a indexy ki, ko, ..., kp takové, ze 1 < k1 < ky < --- < ky <n+1 a plati:

1. by, # 0 pro kazdé i € ¢,
2. bij = 0 pro kazdé i € L a j < ki,
3. by =0 pro kazdé i > ¢, j € n + 1.

Nenulovd matice v hornim stupnovitém tvaru mé tudiz tyto vlastnosti: V prvnim radku je
prvni nenulovy prvek ve sloupci ky, ve druhém radku ve sloupci ks, ..., az v {-tém radku
ve sloupci ky. Od (¢ + 1). fadku pocinaje jsou vsechny radky nulové. Soustava s rozsitenou

matici v hornim stupnovitém tvaru ma proto nasledujici jednoduchou podobu:

blklxkl + ... + b1k2]}k2 + ... + blkgxkg + ... + blnxn = bl(n+1)
bngZEkQ + ... + bgklxké + ...+ bopx, = b2(n+1)

b, Tr, + oo + DTy = bpnr).

Sloupce rozsitené matice soustavy s indexy ki, ko, ..., k; nazyvame hlavnimi sloupci,
ostatni sloupce nazyvame vedlejsimi. Ze soustavy upravené do horniho stupnovitého

tvaru jednoduse vycteme odpovéd na Tesené problémy.

(a) Soustava je Fesitelnd, pravé kdyz sloupec pravé strany je vedlejsi.

Je zrejmé, ze kdyz je sloupec pravé strany hlavni, tj. k, = n + 1, ma posledni rovnice
tvar 0 = byn41). To znamend, Ze nula ma byt rovna nenulovému cislu, coz neni
mozné. Fakt, Ze soustava feSitelna je, kdyz je sloupec pravé strany vedlejsi, vyplyne

z nasledujiciho tvrzeni.

3Pouziva se i termin Gaussova matice, odstupiiovand matice ¢ (redukovand) schodovita matice.
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1 SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

(b) Je-li sloupec pravé strany vedlejsi, feSeni soustavy nalezneme tak, ze nezndmé odpovi-

dajici vedlejsim sloupctim zvolime libovolné a zbylé neznamé jednoznacné dopocitame.

Je jasné vidét, Ze pokud jsou neznamé odpovidajici vedlejsSim sloupciim zvoleny,
dopocitdme z posledni rovnice zy,, po dosazeni do predposledni rovnice dopocitame

Ty, , atd.

Poznamka 1.3. Neni tézké ovérit, ze plati nasledujici tvrzeni: Soustava ma jediné reseni,
pravé kdyz ma matice soustavy jen samé hlavni sloupce a sloupec pravé strany je vedlejsi.

Kdyz totiz neexistuji vedlejsi sloupce v matici soustavy, nelze zadné neznamé volit.
Disledkem poté je, ze homogenni soustava mé jen trivialni feSeni, pravé kdyz ma matice
soustavy jen hlavni sloupce. Pokud méa matice homogenni soustavy i vedlejsi sloupce, pak
pii hledani netrivialniho feseni je treba zvolit alespon jednu z neznamych odpovidajicich

vedlejSimu sloupci nenulovou.

Zbyva zodpovédét otazku: ,Lze kazdou rozsitenou matici soustavy prevést ekvivalent-
nimi fadkovymi tpravami do horniho stupnovitého tvaru?“ Ano! Dokonce stac¢i prvni
a druha ekvivalentni radkova tprava. Nasledujici algoritmus se oznacuje jako Gaussova

eliminace: *

o Je-li matice nulova, pak uz je v hornim stupnovitém tvaru.

o Je-li matice nenulova, prohledame prvni sloupec matice a nalezneme nenulovy prvek.
Odpovidajici fadek zaménime s prvnim rfadkem. Neni-li v prvnim sloupci nenulovy
prvek, postupujeme stejné s druhym sloupcem. Oznacime k; index prvniho sloupce,
ve kterém najdeme nenulové ¢islo. Od kazdého fadku pocinaje druhym odecteme

takové nasobky prvniho radku, abychom ve sloupci s indexem k; dostali nuly.

o Prohledavame dalsi sloupce, které jsou na radé, vzdy od druhého radku pocinaje.
Index prvniho sloupce, v némz najdeme nenulovy prvek, oznac¢ime ky. Odpovidajici
radek zaménime s druhym. Od tretiho a dalsich fadkt odecitame takové nasobky
druhého radku, abychom od tietiho radku pocinaje vyrobili ve sloupci s indexem ko

samé nuly.

o Analogicky postupujeme tak dlouho, dokud jsou v prohledavanych sloupcich na

potfebnych mistech nenulové prvky.

Priklad 1.4. Zjistéte, zda je nésledujici soustava teSitelnd. Pokud ano, najdéte jedno

4Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik. Elimina¢ni algoritmus nese jméno na
Gaussovu pocest, ackoliv byl v jeho dobé jiz bézné pouzivan. Vice se k historii eliminace a Teseni soustav
LAR obecné dozvite v dodatku skript pro letni semestr Linedrni algebra 2.
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reseni.

T + 31 — 2x4 = 1
—41’1 — 21‘2 + 533'3 — 91’4 =0
Ty + 31’2 + Ty = 0.

Reseni: Rozsifenou matici soustavy upravime do horniho stupnovitého tvaru. Symbol ~

znadi provedeni ekvivalentni radkové tpravy (tGprav).

1 30 =21 1 30 -2 1
-4 =25 -9|0|~|0 10 5 —17| 4
1 30 10 0 00 3| —1

Soustava je Fesitelnd, protoze sloupec pravych stran je vedlejsi. Resenf najdeme volbou
neznamé v jediném vedlejsim sloupci, kterym je ten treti. Zvolime tieba z3 = 0. Zbylé

neznamé dopocitame ze soustavy odpovidajici matici v hornim stupnovitém tvaru

Ty + 3$2 — 21‘4 = 1
10xe + B3 — 1724 = 4
31’4 = —1.
)
6
§ 1
Dostéavame x4 = —1/3, 29 = —1/6, x; = 5/6. Resenim je tudiz napiiklad (6)
1
BE]

Na cvicenich si ukazeme, jak upravovat matice do horniho stupnovitého tvaru co nejsikov-
neji. Naucte se, ze je lepsi si upravy rozmyslet, nez je provadét mechanicky. Jinak budete —

podle slov asistenta Pytlicka — ,milovniky zlomku“.
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2 Vektorovy prostor

Axiomatickd definice vektorového prostoru, kterou v této kapitole vyslovime, je velmi
abstraktni. Aby ¢tendre neodradila, je pripojena v dodatku skript kapitola o historii
linearni algebry. V ni je vysvétleno, Ze linedrni algebra se uc¢i ,proti toku casu® a ze
vrcholem veskeré abstrakce je pravé pojem vektorového prostoru. Tedy hlavu vzhiru, po

prokousani se touto kapitolou uz bude vse jen jednodussi a jednodussi...

Motivace. Vektorovy prostor vas bude provazet celym studiem. Jde totiz o naprosto
prirozenou strukturu, jejiz vlastnosti splnuje cela rada tiid znamych objekt: vektory
z ,naseho” tridimenzionalni svéta, matice, polynomy, funkce, posloupnosti, ale také
naptriklad nékteré matematické hricky. Jeden takovy kiizovkarsky priklad uvedme: Popiste
mnozinu vsech latinskijch ctverci, tj. matic o trech radcich a trech sloupcich takovych, Ze
soucty ve vsech rdadcich i ve vsech sloupcich se rovnagji.

K tloze se vratime na konci kapitoly a podivame se na jeji souvislost s pojmem
vektorovy prostor.

2.1 Definice vektorového prostoru

Ustiednim objektem linedrni algebry je vektorovy prostor. Uvedme nejprve dva pojmy,
které budeme v jeho definici vyuzivat.

Definice 2.1. Kartézskym soucinem mnozin A a B nazveme mnozinu usporadanych

dvojic (a,b), kde a € A,b € B, tj.
Ax B={(a,b) |a€e A,be B}.?
Zobrazenim f: A — B je takova podmnozina A x B, pro niz plati:
((a,b) € fA(a,c) € f) = b=rc.

Misto (a,b) € f obvykle piseme f(a) = b. V celych skriptech navic budeme pod zapisem
f: A — B rozumét, ze f zobrazuje A do B, tj. defini¢ni obor f je celd mnozina A a obor

hodnot f je podmnozinou B.

Definice 2.2. Ciselnym télesem nazveme kazdou mnozinu 7" C C, kterd ma alespon

dva prvky a splnuje pro kazdé a, 8 € T
1. a+ p €T (uzavienost T' na s¢itani).

2. a- B €T (uzavienost T na nésobeni).

5Mnozinovy zapis neni jednotny. V matematické litaratufe je momentdlné asi nejcastéjsi zapis

{(a,b) : a € A,b € B} a objevuje se také {(a,b);a € A,b € B}.
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2.1 Definice vektorového prostoru

3. —a € T (uzavienost T vuci opacnému prvku).
4. Pokud a # 0, potom 1 € T (uzavienost T' viici prevracené hodnoté).

Pojem télesa je v algebfe definovin mnohem obecnéji, viz naptiklad [1]. Ve vySsich
rocnicich budou poznatky z linedrni algebry zobecnény i pro vektorové prostory nad
obecnymi télesy. My se ale omezime vyhradné na ciselna télesa, a i kdyz v dalsim textu
budeme pro tsporu mista psat téleso, mame vzdy na mysli ¢iselné téleso. Uvidime, ze
i tak jde o bohatou tiidu a ze se v nékterych kapitolach zejména v letnim semestru budou
objekty linedrni algebry chovat jinak nad riznymi ¢iselnymi télesy a my budeme nuceni

pracovat s ¢iselnymi télesy velmi opatrné.

Poznamka 2.3. Kazdé téleso T obsahuje ¢isla 0 a 1. Podle definice totiz obsahuje T
néjaky prvek a. Pak také —a € T a déle téz a+ (—a) = 0 € T. Jelikoz T' obsahuje alespon
dva prvky, ur¢ité obsahuje néjaké o # 0. Tedy také i € T a déle rovnéz é a=1¢eT.

Poznamka 2.4. Zamysleme se nad tim, které mnoziny (ne)tvoii téleso.
e Mnozina prirozenych ¢isel N netvori téleso, nebot napriklad 3 € N, ale —3 ¢ N.
e Mnozina celych ¢isel Z netvori téleso, protoze naptiklad 2 € Z, ale % ¢ 7.

e Mmnozina racionalnich ¢isel Q tvori téleso. Je to nejmensi téleso ve smyslu inkluze,

tj. Q je podmnozinou kazdého c¢iselného télesa.

 Mnoziny redlnych ¢isel R a komplexnich éisel C tvoii télesa. 7 V pifkladech budeme

prave s témito télesy pracovat nejcastéji.
Ukol 2.5. Ovéite, 7e mnozina ¢sel {a + v/2b | a,b € Q} tvoii &selné téleso.
Definice 2.6. Necht jsou dény:
(a) ciselné téleso T (prvky nazyvdme &isly), ®
(b) neprazdna mnozina V' (prvky nazyvame vektory),
(c) zobrazeni @: V x V — V (hovofime o s¢itani vektori),
(d) zobrazeni ®: T x V — V (hovoiime o nasobeni vektoru ¢islem).

Rekneme, 7e V je vektorovym prostorem nad télesem 7' s operacemi @ a ®, pokud je

splnéno nasledujicich osm podminek (nazyvame je axiomy vektorového prostoru):

6V anglickych, ale i nékterych éeskych textech se pouziva pro téleso symbol F ze slova field, coZ je
anglicky vyraz pro téleso (a¢ doslovny preklad je pole).

"V literatufe se vyskytuji i jiné symboly. Napiiklad R, R, R pro realna ¢isla a K nebo C ¢i C pro
komplexni ¢isla.

8Pro prvek télesa se uziva i termin skaldr.
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2 VEKTOROVY PROSTOR

1. Pro kazdé @,b € V plati, 7e @® b = b @ @ (komutativni zdkon pro ).
2. Pro kazdé @,b,é € V plati, ze @@ (b® &) = (@@ b) @ ¢ (asociativni zakon pro @).

3. Existuje beV takové, ze pro kazdé a € V plati, ze a & b=a (vektor b s touto

vlastnosti nazyvame nulovym a znacime 0)

4. Pro kazdé @ € V existuje b € V takové, ze @@ b = 0 (vektor b s touto vlastnosti

nazyvame opacnym k vektoru @ a znacime —a).

5. Pro kazdé o, 8 € T a kazdé @ € V plati, ze (o - ) ©d = a ® (8 ® @) (asociativni
zékon pro ©).

6. Pro kazdé @ € V plati, ze 1 ®a = d.

7. Pro kazdé a,8 € T a kazdé @ € V plati, ze (a+ )0 d = («©d) & (8 © a)
(distributivita ® vzhledem ke s¢itani c¢isel).

-

8. Pro kazdé a € T a kazdé @b € V plati, e a ©@ (@@ b) = (« ©® @) @ (o ® b)

(distributivita ® vzhledem ke s¢itani vektort).

Poznamenejme, zZe asociativita ® neni asociativitou v pravém slova smyslu. M4 totiz jit
o vlastnost jedné binarni operace na dané mnoziné, zatimco zde se michaji dvé rtzné
operace, a to nasobeni ¢isel a nasobeni vektoru ¢islem. Podobné distributivita ® vzhledem
ke s¢itani cisel ani vzhledem ke s¢itani vektor neni prava distributivita. Ta ma svazovat

dvé binarni operace na téze mnoziné.

Poznamka 2.7. Znovu zdturaznéme, ze vektorovy prostor je fadné definovan, jsou-li dany

¢tyti objekty:

(a) neprazdnid mnoZina vektori V, ?
(b) ciselné téleso T

(c) operace @,

(d) operace ®.

Zéaroven museji byt samoziejmé splnény vsechny axiomy. Nékdy vektorovy prostor znacime
podrobnéji (V, T, ®,®).

Poznamka 2.8. V pripadé T' = R hovorime o redlném vektorovém prostoru a v prii-

padé T'= C o komplexnim vektorovém prostoru.

90bjevuje se i znaceni V nebo V a ¢asty je i ndzev linedrni prostor.
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2.1 Definice vektorového prostoru

V definici jsme diisledné rozlisovali operace & pro séitani vektori, + pro séitani ¢isel,
® pro nasobeni vektoru ¢islem, - pro nésobeni ¢isel. V dalsim textu uz obvykle nebudeme
rozliSovat mezi symboly & a +. Z kontextu bude totiz vzdy jasné, zda jde o s¢itani ve V,
nebo v T'. Dale nebudeme rozlisovat mezi symboly ® a -, ba dokonce je obvykle budeme
vynechavat. Je-li o, 5 € T a @ € V', potom budeme casto psat o misto « - f a ad misto

a ® d. Symbol ponechame pouze tam, kde usnadni pochopeni.

Poznamka 2.9. Prvky télesa budeme znacit obvykle (ne vSak vyluéné) feckymi pismeny
a, B.7, ... a vektory obvykle pismeny ze zadatku a konce abecedy @,b,¢, ..., T, 7,7 1°
Sipku nad vektory vynechdme jen vyjime¢né, napiiklad v pifpadech vektorti z prostoru

polynomt, matic ¢i linearnich zobrazeni, kde se ustalilo jiné znaceni.

Véta 2.10 (Vlastnosti vektorového prostoru). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T
Potom plati:

1. Ve V existuje pravé jeden nulovy vektor 0.

2. Ke kazdému vektoru z V' existuje pravé jeden opacny vektor.

ISI
+
Sl

3. Prokazdéa,beV existuje pravé jedno reseni rovnice a + ¥ = l;, ator =—
4. Pro kazdé o € T a kazdé a € V plati:

o0 =0 = 0d.
5. Pro kazdé o € T a kazdé a € V plati implikace:

ad=0 = (@=0Va=0).

6. Pro kazdé a € T a kazdé a € V plati:

Dukaz. %

1. Podle tietiho axiomu obsahuje V nulovy vektor 0. Pokud Z € V také splituje vlastnosti

nulového vektoru, potom dostavame uzitim axiomu vektorového prostoru:

Z = Z4+0 (tfeti axiom — o nulovém vektoru)
0+ Z (prvni axiom — komutativni zakon)
0 (tfeti axiom — o nulovém vektoru).

10V literatuie i béhem studia se setkéte s rozmanitym znadenim vektort: kromé & také x,T,x, X atd.
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2 VEKTOROVY PROSTOR

2. Necht a je libovolny vektor z V. Podle ¢tvrtého axiomu k nému existuje opacny

vektor —a. Pokud b € V také splnuje vlastnosti vektoru opacného k d, pak mame:

b = b+0 (treti axiom — o nulovém vektoru)
= b+ (@+ (—@) (Etvrty axiom — o opacném vektoru)
— (b+a@)+ (=@ (druhy axiom — asociativn{ zékon)
= (@+b)+ (=@ (prvnf axiom — komutativn{ zékon)
= 0+ (—a) (¢tvrty axiom — o opacném vektoru)
= (=d)+0 (prvni axiom — komutativni zakon)
= —a (tfeti axiom — o nulovém vektoru).

3. Nejprve se presvédéime, ze —d + b je feSenim:

i+ (—a+0b)=(G@+(-a)+b=0+b=b+0=0.

+b = —a+(@+7) (¢ je TeSenim)
= (—d+ad)+vy (druhy axiom — asociativni zdkon)
= (@4 (—d))+vy (prvni axiom — komutativni zakon)
= 0+ (¢tvrty axiom — o opa¢ném vektoru)
= §+0 (prvni axiom — komutativni zakon)
v (tFeti axiom — o nulovém vektoru).

4. 7 predchoziho bodu vime, ze pro kazdé o € T a kazdé @ € V ma rovnice ad+7 = ad
jediné feseni, a to & = 0. Ovérme, ze také a0 a 0a jsou resenimi. Poté bude jasné, ze

jsou rovny 0.

(©)

ad+0d = (a+0)d = ad.

Vyuzili jsme (a) osmy axiom — distributivitu ® vzhledem ke s¢itani vektoru, (b) tieti
axiom — o nulovém vektoru, (c¢) sedmy axiom — distributivitu ® vzhledem ke s¢itéani

cisel.
5. Necht a@ = 0. Podle ¢tvrtého bodu mize byt o = 0. Kdy#Z je a # 0, pak plati:

ngﬁz(la)d'(gi(a_’)g 793

1
(e «

Vyuzili jsme (a) Sesty axiom, (b) paty axiom — asociativni zakon pro @, (c¢) predpoklad,

7e ad = 0, (d) uz dokézany étvrty bod.
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2.1 Definice vektorového prostoru

6. Ze tfetiho bodu plyne, Ze rovnice ad + £ = 0 mé jediné Feseni, a to ¥ = —(ad).
Ovérime-li, ze také (—a)@ a a(—a) jsou fesenimi, potom bude jasné, Ze jsou rovny

—(aa).

—

a

ad + (—a)d = (a4 (—a))d = 0a = 0.

=

ad +a(—d) 2 a(@+ (-a) L ad 2 0.

Vyuzili jsme (a) sedmy axiom — distributivitu ® vzhledem ke séitani cisel, (b) uz
dokézany ctvrty bod, (¢) osmy axiom — distributivitu ® vzhledem ke séitani vektoru,

(d) ¢tvrty axiom — o opac¢ném vektoru, (e) ¢tvrty bod. O

Drtikaz véty 2.10 se asi v prvni chvili zd4 obtizny, ale nenf t¥eba se lekat. Ukolem prvniho
semestru je naucit studenty dokazovaci techniky a v jeho pribéhu uz bude ziejmé, Ze

dikazy v linearni algebfe jsou bez triki, primocaré, a tudiz vlastné velmi jednoduché.

Poznamka 2.11. Az z véty 2.10 plyne, ze mélo smysl zavést specialni symbol pro nulovy

a opacny vektor, protoze jsou to jedinecné objekty.

Disledek 2.12. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T' s operacemi & a ®. Necht

Vi je neprazdna podmnozina V. Necht jsou navic splnény nasledujici dvé podminky:
1. Prokazdé T,y €V} jeZ ®y € V).
2. Prokazdé a e T ax eV, jea®r € V.

Potom V; je také vektorovym prostorem nad télesem T (pri ziizeni operaci & na Vi x V;
a®naTl x V).

Diikaz. Mnozina V; je podle predpokladi neprazdna a uzaviena na operace. Zbyva ovérit

axiomy:

« Ve V; existuje nulovy vektor: UkaZme, Ze nulovy vektor 0 z V hraje roli nulového
vektoru ve V. Vezméme libovolny vektor ¥ € V; C V. Poté s vyuzitim ¢tvrtého bodu
véty 2.10 mame 0 = 07 a z uzavienosti V; na nasobeni &slem dostdvame 0F € V;.
Proto 0 pati{ do V. JelikoZ rovnost @+ 0 = @ plati pro viechny vektory @ € V, plati
také pro viechny vektory @ € Vi C V. Podle definice 2.6 je tedy 0 nulovym vektorem

ve V.

o Ke kazdému vektoru ¥ € V; existuje ve Vi opacny vektor: Ukazme, Ze opacény
vektor —% z V hraje roli opacného vektoru k ¥ ve V;. Podle sestého bodu véty 2.10
a uzavienosti Vi na nasobeni &slem plati, ze —% = (—1)& € V4. Protoze Z+ (—@) = 0,

je —7 podle definice 2.6 opacnym vektorem k ¥ ve V;.

e VSechny ostatni axiomy plati pro vsechny vektory z V| tim spise plati i pro vSechny
vektory z V; C V. O
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2 VEKTOROVY PROSTOR

Poznamka 2.13. Posvitme si na problém, kolik vektort muze obsahovat vektorovy
prostor. Jisté obsahuje alespon jeden vektor ¥, protoze predpokladame neprazdnost V.
Muze obsahovat pouze jeden vektor? Ano. Definujeme-li operace ¥ + ¥ = ¥ a af = T pro
kazdé a € T, pak V = {Z} tvoii vektorovy prostor nad télesem T'. Vektor & ve V hraje
tlohu nulového vektoru, proto mizeme psat V = {6} Tento prostor nazyvame nulovym
vektorovym prostorem.

Miize mit nenulovy vektorovy prostor konecény pocet vektoru? Nemtze. Existuje-li ve V'
vektor 7 # 0, potom také 27, 37,47, ... pati{ do V. Tyto vektory jsou vzdjemné rizné,

protoze pro m # n plati podle véty 2.10, ze mi — n@ = (m — n)& # 0.

2.2 Priklady vektorovych prostoriu

Priklad 2.14.
e Necht T je téleso.

e Necht n € N. Polozme V =T", kde T™ je mnozina usporadanych n-tic ¢isel z télesa

zapsanych do sloupci, tj.

al

az
" = a; €T prokazdéicnp. !

ST
I

Qn

Cislo a; nazyvame i-tou slozkou vektoru a. 2

e Operaci séitani definujeme ,,po slozkach®:

ai b1 a1+b1
N az - ba . L - az+ba
Prokazdé a=| . [ eT"a b= € T" definujeme @ @ b :=
[e2%% bn an+bn
o Operaci nasobeni vektoru ¢islem definujeme ,,po slozkach*:
al aal
v 7’ v V4 — a2 . — aaQ
Pro kazdé o« € T'a kazdé @ = | . | € T" definujeme a ® @ =
an aan

0

. 0
o Ulohu nulového vektoru hraje vektor

0

L Ovgem zhruba polovina matematiki dava prednost Fadkovému zapisu vektort z T™.
12Pro oznadeni i-té slozky vektoru @ se pouzivé téz a’ nebo a(?).
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2.2 Priklady vektorovych prostorii

al —ai
v 4 — a2 . _a2

e Opacénym vektorem k @ = | . | je vektor
Qan —Qn

Nechame na ¢tenari, aby sam ukazal, ze T™ nad T' s operacemi definovanymi po slozkach
13

splni vSechny axiomy, tedy jde o vektorovy prostor.
Poznamka 2.15. Znaceni T™ pouzivame jak pro mnozinu usporadanych n-tic ¢isel z télesa,
tak pro vektorovy prostor T", tj. ¢tvetici (T, T, ®,®). Je tieba podle kontextu rozlisit,
o ktery pripad jde.

V zapisu vektori z prostoru 7" nepanuje jednotnost. My se budeme drzet sloupcového
zapisu, ale zavzpominejme zde na asistenta Pytlicka, ktery byl skalnim privrzencem vektort
zapsanych do radki. Na jednom cviceni z LAP tak néjaky student zacal psat vektory se
sipkami a do sloupcti a v prubéhu prikladu chtél prejit ke znaceni pouzivanému panem
asistentem (tedy bez Sipek a do fddki). Ten ho ale napomenul: , Jak zndmo, tak ja Sipky
nesnasim. Ale kdyz uz jste to zacal psat se Sipeckami a do sloupeckt, no tak to tak musite
psat porad. Budiz ¢tenéari poucenim, ze udéla jediné dobre, kdyz i ve svém znaceni bude

predevsim konzistentni.
Priklad 2.16.
e Necht T je téleso.

e Necht m,n € N. Polozme V =T"" kde T™" je mnozina uspotradanych mn-tic ¢isel
z T zapsanych do tabulky o m tadcich a n sloupcich a nazyvanych maticemi typu

m x n, ' tj.

aii a2 ain
e a1 a22 ... Qa2n v 17z - —~ . ~
T = A= T . a;j € T pro kazdé 1 € m,j €n
aAml Am2 ... (amn

Cisla a;; nazyvame prvky matice A (znac¢ime také A;; nebo [A];;), i-tym FAdkem
matice A nazveme n-tici A;e = (@102 . . . ;) a j-tym sloupcem matice A m-tici
aij

azj

A,; =] . |. Cislu i ikdme Fadkovy a ¢islu j sloupcovy index prvku a;;. '°

Amj

13Vektorovy prostor 7™ se také nazyva aritmeticky.

1Nekdy se téz pise typu (m,n) nebo m/n.

5Matice se znaéi napifklad i A nebo jednoduse A. Pro i-ty fddek a j-tj sloupec matice A se téz pouziva
symbol r;(A) a s;(A).
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2 VEKTOROVY PROSTOR

o Operaci s¢itani definujeme ,,po prvcich*:
Pro kazdé A, B € T™" a pro kazdé i € m, j € n definujeme

[A © Bl = Ay + By

« Operaci nasobeni vektoru ¢islem definujeme ,,po prvecich*:
Pro kazdé o € T'a A € T™" a pro kazdé ¢ € m,j € n definujeme

0
2 /7 . ’ . 0
o Ulohu nulového vektoru hraje nulova matice O = ,
00 0
ailr a2 ... Qin —ailp —ai2 ... —Qlp
. az1 a2 ... dazn . —a21 —a22 ... —a2n
e Opacnym vektoremk A=1 . . .| je —A =
aAml Am2 ... Amn —aml —am2 ... —Qmn

Snadno ovéfime, ze ¢tvetice (7", T, @, ®) splni vSechny axiomy. Vidime tudiz, ze T
nad 7' s operacemi definovanymi po prvcich je vektorovy prostor. Nazyvame jej prostorem

matic (o m tadcich a n sloupcich).

Poznamka 2.17. Znaceni T™" pouzivame pro mnozinu matic o m tadcich a n sloupcich
s prvky z télesa i pro vektorovy prostor 7", tedy ¢tverici (T™", T, @, ®). Je opét tieba
podle kontextu rozlisit, o ktery ptripad jde.

Ukol 2.18. Rozmyslete si, Ze prostory T™ a T™ jsou totozné.

Pojem matice je v linearni algebre velmi dilezity. Podstatnou ¢ast linearni algebry bude
tvorit maticovy pocet. Prozatim vysta¢ime s matici jakozto vektorem z T"". V budoucnu
pak zavedeme pro matice i operaci nasobeni a zejména v letnim semestru budeme vysetirovat

rizné dalsi vlastnosti matic.

Priklad 2.19. K pochopeni tohoto ptikladu je vhodné si precist Dodatek 1: Polynomy.
e Vezméme téleso C.
e Necht V =P, coz je mnozina vSech polynom.

o Operaci s¢itani vektoru definujeme jako s¢itani funkcei, tj. ,,bodové*:
Pro kazdé p,q € P definujeme (p @ q)(t) == p(t) + q(t) pro kazdé t € C.

e Operaci nasobeni vektoru ¢islem definujeme jako nasobek funkce, tj. ,,bodove*:
Pro kazdé o € C a p € P definujeme (o ® p)(t) :== « - p(t) pro kazdé t € C.
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2.2 Priklady vektorovych prostorii

« Ulohu nulového vektoru hraje nulovy polynom O definovany O(t) = 0 pro kazdé
teC.

o Opacnym vektorem k p € P je opaény polynom definovany (—p)(t) == —p(t) pro
kazdé t € C.

Ctenéi ovéri, ze ctvefice (P, C, @, ®) splni viechny axiomy. Tedy P nad C s operacemi

definovanymi bodové je vektorovy prostor. Nazyvame jej prostorem polynomii.

Priklad 2.20. Ponechme vse definované stejné jako v prostoru polynomi, pouze zménme
mnozinu V. Necht n € N. Polozme V' = P,,, coz je mnozina polynomiu stupné maximalné
n — 1 s priddnim nulového polynomu (ktery nemd stupen definovany). Opét ponechdme
k ovéreni ¢tenari, ze (P,,C,®,®) tvori vektorovy prostor nad C. Radime vyuzit du-
sledku 2.12.

V linedrni algebre nas nec¢ekd prehnané mnoho terminii. Nauéte se tedy nazvoslovi spravné
pouzivat. Rozhodné neni na skodu pilovat presnost vyjadrovani, zlepsuje se tim i schopnost
usporné a exaktné formulovat myslenky. I pan asistent Pytlicek na takovou presnost dbal.

Kdo rikal slozka matice nebo prvek vektoru, ,vibec do toho nevidél“!

Piiklad 2.21. Pro zndzornéni prostortt R? a R?® budeme pouzivat orientované sipky.

Vysvétleme vizualizaci R?, v R? postupujeme analogicky.

o Télesem jsou realna cisla.

o Vektoru (al

az

) odpovidé Sipka zaciajici v pocatku (g) a konéic v bodé () Takové

az
Sipee se nokdy ¥k privodié bodu ()

a2
« Soucet @+ b ziskéme, kdyz do koncového bodu Sipky odpovidajici @ umistime
pocatek Sipky rovnobézné s Sipkou odpovidajici ba majici stejnou velikost jako Sipka
odpovidajici b. Tim ziskédme koncovy bod Sipky odpovidajici @ + b. Je ziejmé, ze
takové s¢itani odpovida scitani vektort po slozkach, jak jsme je zavedli ve vektorovém

prostoru R2.

» Vektor ad ziskdme tak, Ze velikost Sipky odpovidajici @ vyndsobime |«|. Poté Sipku
umistime do pocatku a orientaci nezménime, pokud a > 0, nebo zménime na opacnou,

pokud a < 0.

Ctenaf si rozmysli, cemu odpovidaji pri této vizualizaci axiomy. Komutativni zakon ilustruje

prvni a druhy bod obrazku 1.

Poznamka 2.22. Je lehké nahlédnout, ze plati tvrzeni: Necht V je vektorovy prostor

nad télesem T a necht 77 je téleso splnujici 77 C T. Potom V je pii zachovani operace
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2 VEKTOROVY PROSTOR

Obréazek 1: (a) Soucet vektortt @+ b. (b) Soucet vektort b + a. (c) 2d. (d) —35d.

@ a zuzeni operace ® na T x V také vektorovym prostorem nad 77. Naptiklad C" tvori
vektorovy prostor nad R, pokud jsou operace definovany po slozkach. Jde ovSem o jiny
vektorovy prostor nez C" nad C. Pozor! Naopak to neplati. Naptiklad R" pri operacich

definovanych po slozkach netvori vektorovy prostor nad C.

2.3 Linearni kombinace vektoru

Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht ¥y, 7s,...,Z, jsou vektory z V.
Zavedeme symbol pro soucet n vektoru:
n
N B =T+ T4+ T
i=1
Nepiseme zavorky, protoze — jak si ¢tenar sam ovéri — podle komutativniho a asociativniho
zakona pro sc¢itani vektora plati, ze nezalezi na uzavorkovani ani na poradi vektorii v sumeé.

Vysledkem souctu je opét vektor z V', jak plyne z uzavienosti V' na sc¢itani vektort.

Definice 2.23. Nechf V' je vektorovy prostor nad télesem T" a ¥y, Zs, ..., Z, jsou vektory
z V. Rikdme, 7e vektor & € V je linedrni kombinaci (LK) vektorii &, Zs, . . ., &, pokud
existuji ¢isla aq, ao, ..., a, € T takova, ze

n
i=1
Cisla a; pro ¢+ € n nazyvame koeficienty LK.
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2.3 Lineéarni kombinace vektoru

o Jestlize a; = 0 pro vSechna ¢ € n, nazyvame takovou LK trivialni.

» V opacném piipadé (tj. kdyz existuje nenulovy koeficient) jde o netrivialni LK.

Je ziejmé, ze vysledkem triviadlni LK je nulovy vektor.

Definice 2.24. Nechf V' je vektorovy prostor nad télesem T" a 7y, T, ..., &, jsou vektory
z V. Mnozinu v8ech LK vektoru &1, Zs, . . ., Z, nazveme linedrnim obalem (LO) vektori
— — — v/ o — — — 16 .
T1,Tay ..., Ty a znadime ji (@1, To, ..., Tpla, 0 t].

n
[fl,f27 N ,fn])\ = {Zazfl

i=1

pro kazdé i € n je a; € T}.

Vektory 7y, T, . .., T, nazyvame generatory LO.

—

Véta 2.25 (Vlastnosti LO). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a ¥y, s, ..., %,
jsou vektory z V. Potom plati:

—

1. 0 € [T, @, ... T

2. Jestlize (kiks ... k,) je permutace mnozZiny n, potom

7. 7

T1,To, ... 7'rn])\ - [‘rk17xk27 o 7'Tkn]/\-
Slovy: ,LO nezavisi na poradi generatorii. “

3. Pokud T, 41 € [¥1,%2, ..., T\, pak plati, ze (X1, Ta, ..., Zply = [T1, T2y . . ., Ty Tt n-
Slovy: ,,Generator, ktery je LK ostatnich generatort, Ize z LO vyhodit nebo jej do
LO pridat, aniz by se LO zménil. “

4. Je-li T,§ € [T1,Ta, ..., Tulx, potom T+ § € [T1, T2, ..., Tn]x.
Slovy: ,LO je uzavreny na scitani vektora.

5. Je-liao € T a X € [#1,%s,...,7T,]x, potom o € [¥1,Za, ..., T\

Slovy: ,LO je uzavreny na nasobeni vektoru cislem z T'.“
6. [¥1, 2, ..., %]\ tvoli vektorovy prostor nad télesem T pri ziiZeni operaci z V.
Driikaz.

1. Vyplyvé z rovnosti 0 = 37, 0.

—

16V literatuie se objevuji pro LO i symboly (¥, %o, ..., ZTn), [T1, T, .-, Tnl, {T1, T2, .., Tn Hin DEbO

L(#,%a,...,2Z,). V anglickych textech se pak setkdme nejcastéji se symbolem span(#1, Za, . . ., Zp), piitemz

preklad span do ceStiny zni rozsah, rozpéti.
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2 VEKTOROVY PROSTOR

2. Tvrzeni plyne z rovnosti:
n n
3 adi = 32 o,
i=1 i=1
tedy z faktu, ze v sumé nezalezi na poradi vektort.

3. Rovnost dvou mnozin se v matematice obvykle dokazuje tak, ze se dokazi dve inkluze.

Budeme postupovat také tak.

« Dokézeme nejprve, ze [T, Zo, ..., Tp]x C [T1,Z2, ..., Tn, Tni1]y, tj. pro libovolny
vektor ¥ € [fl, ifz, Ce ,fn]/\ ukéieme, e X € [fl, fQ, e ,fn, fn+1])\-
Necht & € [¥, 25, ..., Z,]x, potom podle definice LO existuji oy, g, ..., 0, € T

tak, ze ¥ = Y | a;@;. Potom ale také plati, ze & = Y"1 | ;@ + 07,11, & to opét

podle definice LO znamend, ze & € [T, Za, ..., Tn, Tni1x
o Zbyvéa dokézat, ze [Ty, Ta, ..., Tn, Tni1|x C [T1, T, ..., Tplr-
Necht & € [¥1,Zs, ..., Tni1]y, pak existuji éisla aq, ag, ..., a,yq € T takova, Ze

T = Z?jll «;Z;. Upravme rovnost néasledovné:

n
T = Z QT + O 1Tn+1-

i=1
Teprve nyni vyuzijeme predpoklad, ze &, 11 € [, T, . .., Zp|x. To podle definice
LO znamena, ze existuji Cisla 5y, B2, ..., 8, € T takova, ze @41 = Y. BiT;.

Odtud upravime dale predchéazejici rovnost:

n

n
T+ pr Y Bl = Y (i + anga i) 7.
=1

=1

T =

n
1=

1

V posledni tprave jsme vyuzili axiomy vektorového prostoru. Podle definice LO

vidime, ze ¥ € [¥1, Za, ..., Tnlx.
4. Je-li 7,y € [¥1,Za,..., T, potom existuji oy, ag,...,a, € T a f1,P9,...,0, €T
tak, ze

Odtud dostavame diky axiomtim vektorového prostoru:

T+y= Z(Oﬁ + Bi) s,
i=1

coz podle definice LO znamend, 7e T + ¢ € [Z1, T2, . . ., Tp)a-
5. Jeliw € T ad € [¥,Ts,..., 7]\ pak existuji ¢isla aq, e, ..., o, € T takova, ze
n
i=1
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2.4 Linearni zavislost a nezavislost

Poté plati podle axiomu vektorového prostoru:
n
ol = Z(aai)xi,
i=1
coz podle definice LO znamend, ze aZ € [#1, Za, . .., Ty

6. Z predchozich dvou bodu vime, ze LO je uzavieny na sc¢itani vektori a nasobeni

vektoru ¢islem z T pri zGzeni operaci z V. Tvrzeni pak plyne z disledku 2.12. [

Piiklad 2.26. Podivejme se, jak vypadaji LO v R2.

(a) [(8)})\ je jediny bod (g).

(b) [Z]a, kde & # 0, je pfimka. Obsahuje totiz pravé vsechny mozné redlné néasobky

vektoru Z.

(c) [Z,9]x, kde & a ¢/ neleZ{ v jedné p¥imce, je celd rovina R% K ziskani piedstavy, Ze
kazdy vektor z R? lze psat jako LK vektort Z,, pouzijeme vizualizaci R? pomoci
sipek. Viz obrazek 2.

- -
- -
-

Obrézek 2: Ukdzka, jak rtizné vektory z R? ziskdvame jako LK vektorii 7 a .

2.4 Linearni zavislost a nezavislost
Definice 2.27. Nechf 71, 75, . .., ¥, jsou vektory z vektorového prostoru V' nad télesem 7.

« Rekneme, Ze vektory &y, T, . .., Z, jsou linedArné nezavislé (LN), pokud
(Vaq,ag,...,a, €T) ((Z&i@ = 6) = (Vien)(o = O)> )
i=1
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2 VEKTOROVY PROSTOR

Slovy: ,,LN znamenad, ze jediné trivialni LK vektort dava nulovy vektor.*

Rekneme, ze vektory 'y, ¥s, ..., &, jsou linearné zavislé (LZ) v opacném piipade,

tj. pokud plati negace predchoziho vyroku:
(3051,042, e, Qg € T) ((Z ozifi = 6) N (E'Z S ﬁ)(az 7& O)) .
i=1

Slovy: ,LZ znamenad, ze existuje netrivialni LK vektorti rovna nulovému vektoru.

Véta 2.28 (Vlastnosti LN a LZ vektort). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T

a x1,To, ..., T, jsou vektory z V. Potom plati:

1. Vektor Z, je LZ, pravé kdyz &, = 0.

2. Pokud je mezi vektory T, Ts, ..., T, obsazen 0, pak jsou LZ.

3. Jsou-li vektory 1,¥s,...,Tr LZ pro néjaké k € n, pak i vektory ¥i,Zs,...,T,
jsou LZ.
Slovy: ,Pridame-li mezi LZ vektory dalsi vektory, ziistanou LZ.*

4. Pokud ¥y, %5, ..., %, jsou LN, potom pro kazdé k € n plati, ze vektory Ty, ¥s, ..., Ty
jsou LN.

Slovy: ,,Ponechame-li z LN vektori jen nékteré, ziistanou LN. “

. ,Alternativni definice LZ pro vice vektorii “
Necht n > 2.
VthOI'y fl, fz, . ,fn jSOll L7 & (3@0 € ﬁ)(fm € [fl, Ce ,fio_l, fi0+1 .. ,fnb\).

Slovy: ,Mezi alespon dvéma LZ vektory existuje vektor, ktery je LK ostatnich.

LAlternativni definice LZ“
Vektory &y, @, . .., @y jsou LZ < (71 = 0)V (Jig € {2,...,n})(Ziy € [T1, ..., Tig—1]1)-
Slovy: ,,Ocislujeme-li LZ vektory, pak je bud prvni vektor nulovy, nebo existuje

vektor, ktery je LK predchozich. “

Dukaz.

1. Vektor 7, je LZ < existuje aw € T, # 0, takové, ze aZy =0 < 7 = 0. Pfi¢emz

v posledni ekvivalenci je vyuzit ¢tvrty a paty bod véty 2.10.

2. Necht Z; = 0 pro néjaké i € i, potom tvrzeni plyne z rovnosti:

—

0=0& + -+ 1% + - + 0F,,
tedy z faktu, ze 0 dostaneme jako netrividln{ LK vektortl @y, Zs, . . ., Tn.
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2.4 Linearni zavislost a nezavislost

3. Necht jsou vektory &', ¥s, ..., Tx LZ pro néjaké k € n. Pak existuji ay, g, ..., ap € T
tak, ze 0 = Zle o;T; a alespon jedno «; je nenulové. Potom ale také plati, ze
0= Sk T+ > i1 073, coz je netrividlni LK vektort 7y, 7o, ..., T, davajici 0.

Tudiz jsou vektory ¥y, Zs, ..., T, také LZ.

4. Toto tvrzeni plyne z predchoziho uzitim faktu, ze kdyz plati implikace A = B, tak
plati také implikace =B = —A.

5. Dokazujeme ekvivalenci, tedy dveé implikace.

o (=): Predpoklddame, ze vektory &y, Zs,...,Z, jsou LZ, tudiz podle definice
existuji ¢isla ay,ae,...,a, € T takova, ze alespon jedno z nich je nenulové

(oznacme ho a;,) a Y0 ;@ = 0. Odtud dostaneme:

n
Oziofio = — Z azfl
1=1,i#ig

A na z4vér mame:
n

Tip = Y (—auifai)T;.

i=1,ii0
Tedy podle definice LO dostavame, ze @;, € [T1, ..., Zig—1, Tig+1s - - - » Tnr-
o («): Predpoklddame, ze T, € [Z1, ..., Tig—1, Tig+1, - - - » Tn|r. Podle definice LO
existuji ¢isla o, ..., Qig—1, Qig41, - - -, @ € T takova, ze

n
fz‘o = Z Ozzfl_?}

i=1,iio
Odtud dostavame 21", T — 17, = 0, coz je netrividln{ LK vektort
Ty, T, ..., T, rovnd 0, proto jsou vektory &, Ts, . .., &, LZ.
6. Opét dokazujeme dvé implikace.
;  j T1,ZTo, ..., . j .
e (=): Necht jsou vektory Z, @ 7, LZ. Pak samoziejmé #; muze byt nulovy

Osetfeme jesté pripad, kdy #; # 0. Potom z definice LZ plyne, 7e existuji ¢isla
a1, Qa, ..., o €T takova, ze Y1 | oy = 0 a alespoti jedno z ¢isel je nenulové.
Oznaéme ig = max{i € 1 | a; # 0}. Mnozina vpravo je neprazdnd, protoze
alespon jedno z ¢isel a; je nenulové. Navic ig > 2. Kdyby totiz 7g = 1, potom
by aq@ = 0. To by byl spor s vétou 2.10, podle které plyne z nenulovosti

71, ze g = 0. Odtud dostavame 0 = >0, ;@ = Y%, au@;. Déle mame
Qo Tiy = — Sl ;7 a na zaver Ty = 220:_11(—%/&@-0)@. To podle definice LO
znamend, ze T, € [T1,...,Ti—1]x-
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2 VEKTOROVY PROSTOR

+ («<): Necht #; = 0, poté podle druhého bodu této véty jsou vektory &y, o, . . . , Zn

LZ. Druhd moznost je, 7e @) # 0 a &, = 27" oy &; pro né&jaké ip > 2. Pak
plati:
. i0—1 n
0 = Z Oéifl' + (—1)1_‘)1'0 -+ Z sz
i=1 i=ig+1
Nasli jsme netrivialni LK vektoru 7y, ¥, . . ., 7, davajici nulovy vektor. Proto
jsou tyto vektory LZ. O]

Ukol 2.29. Rozmyslete si, Ze dva vektory Z, ¢ jsou LZ, pravé kdyz

(Ba e T)(Z=ayVy=a).

2.5 Baze a dimenze

Definice 2.30. Nechf 71, 75, .. ., ¥, jsou vektory z vektorového prostoru V' nad télesem 7.
Necht V' = [Z, 4, . .., Zy]x. Potom vektory ¥, Zs, ..., T, nazyvame generatory V a ¥i-
kame, ze 1, %, ..., %, generuji V.

Poznamka 2.31. V pripadé LO uz jsme generatory zavadéli, nazyvali jsme tak pro LO
[¥1, %, ..., T,|\ vektory Ty, %s,...,Z,. Nyni vidime, Ze chapeme-li LO jako vektorovy

prostor, pak jsme v souladu s novou definici.

Na rozdil od definice LK, LO, LN a LZ vektoru a definice generatori, kde nezalezelo na
poradi vektort, budeme potiebovat pri definici baze vektory usporddat. Zavedeme proto

pojem soubor. 7

Definice 2.32. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht n € N a 71, %5, ..., T,
jsou vektory z V. Usporddanou n-tici (¥, s, ...,Z,) nazveme souborem (n-clennym)
ve V.

Poznamka 2.33. Ujasnéme si fadné rozdil mezi pojmy soubor a mnozina vektort. Zatimco
soubor (T, s, ..., Z,) je usporddana n-tice vektoru (Cleny souboru se mohou opakovat
a zalezi na jejich poradi), v mnoziné vektoru {¥,Zs,...,#,} se prvky neopakuji a na

jejich poradi nezalezi.

Piiklad 2.34. UvaZujme prostor R?, potom

(GGG B)0)-)
L) GO 0)10)- )y

1TV literatuie se také vyskytuje ndzev skupina, soustava nebo kone¢nd posloupnost vektort.
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2.5 Baze a dimenze

Definice 2.35. Necht n € N. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a vektory

T1,To,...,Tp z V splnuji dvé podminky:
1. Jsou LN.
2. Generuji V.
Potom soubor (¥, Zs, ..., T,) nazveme bazi V.

Poznamka 2.36. Misto spojeni ,soubor LN vektori“ budeme castéji pouzivat ,LN

soubor“. Podobné v pripadé linearni zavislosti.
Poznamka 2.37. V = {0} bazi nem4, protoze v ném neexistuje LN vektor.

Piiklad 2.38. Rozhodnéte o LN ¢&i LZ vektort &, @, 75, T4 z R*.

8y

S

Il

1
[ e =)

1

1
—_ = O

o O ==

Reseni: Zjistujeme, zda rovnice a1, + an®s + a3y + ayZy = 0 ma jen trividlni reseni
a; = ag = a3z = ay = 0 (pak jsou vektory podle definice LN), nebo zda existuje netrividlni

reseni (potom jsou LZ). Resime soustavu:

lag + 0as + 0as + 1oy, =
lay + 0y + 1lag + 0y =
Oy + lag + 0as + 1oy =
Oy + lag + lag + 1oy =

o o o o

V maticovém zapisu mame homogenni soustavu s matici:
1
10
1
1

Upravime ji ekvivalentnimi fadkovymi ipravami do horniho stupnovitého tvaru:

100 1 100 1 100 1 100 1
001 —1 010 1 010 1 010 1
010 1| Jo1t1 1| Joo1 ol [oo1 o
011 1 001 —1 001 —1 000 —1

Vidime, Ze matice v hornim stupnovitém tvaru ma samé hlavni sloupce. Z kapitoly Soustavy

linearnich algebraickych rovnic poté vime, ze v takovém pripadé existuje jen trivialni reseni
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2 VEKTOROVY PROSTOR

a; = ag = az = a4 = 0. Dokazali jsme tak, ze vektory 7y, ¥y, ¥3, ¥4 jsou LN. Oznac¢me
V = [T, %o, T3, Z4]. (Z teorie vime, Ze jde o vektorovy prostor.) Potom je (¥, Z, T3, Zy)
soubor LN generatorti V, proto je bazi V. Jelikoz v béazi zalezi na poradi, je napriklad

soubor (Z4, 3, T1, ¥2) jinou bazi V.

Piiklad 2.39. Rozhodnéte o LN ¢&i LZ vektort &, @, 5, T4 z R*.

1 0 1 0
. 1 . 0 . -1 . 2
€T = 0 y L2 = 1 , L3 = 1 , L4 = 0
0 1 0 1

ReSeni: Tentokrat fesime soustavu:
1Oé1 + 0@2 + 1043 + 0014 =0
lag +0as — lag +2a4 = 0
0041 -+ 10(2 + 1C¥3 + OOé4 =0
0&1 + 1052 + 00(3 + 10[4 =0

V maticovém zapisu mame homogenni soustavu s matici:

10 10
10 —-12
01 10
01 01

Upravime ji ekvivalentnimi raddkovymi ipravami do horniho stupnovitého tvaru:

10 10 10 10 10 10 10 10
00 -2 2 01 10 01 10 01 10
01 10| o1 o1 Joo—-11]" o0 -11
01 01 00 —2 2 00 —2 2 00 00

Matice v hornim stupnovitém tvaru mé posledni sloupec vedlejsi. Z kapitoly Soustavy
linedrnich algebraickych rovnic pak vime, Ze netrivialni feSeni ziskdme, kdyz za nezndmou
odpovidajici vedlejsimu sloupci zvolime nenulové ¢islo, napriklad a4 = 1, a ostatni neznamé

dopocitame. Dostavame a3 = 1,0 = —1, a7 = —1. To jest:
(=)&) 4 (=1)T + &5 + 74 = 0.

Tedy méme netrividlni LK vektort #y, Zs, &3, £4 rovnou 0, coZ znamend, Ze jsou LZ. Ze
vztahu (—1)7), + (—1)%s + @5 + &, = 0 dale vidime, 7ze ¥y = ) + &5 — ¥3, tudiz podle
tieti vlastnosti LO méame [¥, T, T3, Ty4]y = [T1, T2, T3]x. Oznacme V = [T, Ta, T3, Ty
Vyskrtneme-li z vyse uvedené matice soustavy posledni sloupec, vidime, ze po ekvivalentnich
radkovych tpravach ztistanou v matici v hornim stupnovitém tvaru pouze hlavni sloupce.

Zjistujeme tudiz, ze je (¥, @2, T3) soubor LN generatora V', proto je to baze V.
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2.5 Baze a dimenze

Dalsim dulezitym pojmem je dimenze, kterd (jak uvidime zanedlouho) s bazi tzce souvisi.

Definice 2.40. Nechf V' je vektorovy prostor nad télesem T a V # {6} Necht existuje

n € N takové, Ze jsou splnény dvé podminky:
1. ve V existuje n LN vektort,
2. kazdych (n + 1) vektora z V je LZ.

Potom rikame, ze dimenze V' je konecnda a rovna n a piseme dim V' = n. V opacném
pripadé tikame, ze dimenze V' je nekonecna a piseme dim V' = +o00. Pro nulovy vektorovy

prostor klademe dim V' = 0.

Poznamka 2.41. Rozeberme, kdy je dim V' = 400, tj. kdy V nemd konecnou dimenzi.
Opacny pripad ve vyse uvedené definici znamend negaci vyroku, to jest: Pro kazdé n € N
je ve V bud kazdych n vektortt LZ, nebo existuje (n + 1) LN vektori. Jelikoz V # {0}, je
jasné, ze ne kazdy vektor z V' je LZ. Potom ale, mé-li negace vyroku platit, dostavame,
ze museji existovat dva LN vektory ve V. Poté protoze ne kazdé dva vektory jsou LZ,
dostavame, ze existuji tri LN vektory atd. Neboli nekoneénd dimenze znamena, ze ve V'

pro kazdé n € N existuje n LN vektorti.

Piiklad 2.42. UvaZujme prostor R*. Necht

V:

S O O =
o O = O
o = O O

A

Protoze V' je LO, jde o vektorovy prostor. Je ziejmé, ze soubor

O O O =
o O = O
o = O O

je jeho bazi, protoze vektory v souboru jsou LN generatory V. Jelikoz ve V' existuji tii
LN vektory, vime zatim, ze dim V' > 3. Abychom dokéazali, ze dim V' = 3, museli bychom

ovetit, ze kazdé ¢tyii vektory z V jsou LZ. Nésledujici véta ndm tuto praci usetif. '8

Véta 2.43 (Steinitzova véta o vyméné). Necht &1, Zs, . .., T, jsou LN vektory z vektorového
prostoru V' nad télesem T'. Necht dale i1, s, . . ., Ym jsou vektory z V splnujici pro kazdé
1€ N

Ti € (U1, Y2y - -y Um)a-
Pak plati:

BErnst Steinitz (1871-1928), némecky matematik. Slavna véta o vyméné by se moznd méla spise
jmenovat Grassmannova, protoze Grassmann ji zminoval jiz ve svém dile Ausdehnungslehre roku 1844.

Préce se ale nestala znamou, proto ji Steinitz necituje a vétu znovu vyslovuje a dokazuje roku 1913.
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2 VEKTOROVY PROSTOR

1. m>n,
2. existuji vzajemné rizné indexy iy, 1o, ...,1, € m takové, ze

[51,52,-",5771]/\ - [517527"'75717(?]; | (NS m\{ll,lg,,ln})])\

Diikaz. % Oznacme L = [, U, - - -, Ym]x-

e Protoze 77 € L, plyne z véty 2.25 o vlastnostech LO, ze

L= [flvgb?j?a s 737771])\-

Déle podle patého bodu véty 2.28 (alternativni definice LZ pro vice vektoru) plati,
7€ T1, 1, Yo, - - -, Um jsou LZ vektory. Sesty bod véty 2.28 (alternativni definice LZ)
potom ik, ze néktery z y-ovych vektoru je LK predchozich (vyuzili jsme faktu,
7e @) # 0, protoze je vybrany z LN vektori), tj. existuje index iy, € m takovy, ze
Ui, € [T1, 1, -+, Ui, —1]a. Odtud podle véty 2.25 plyne, Ze 4, 1ze z [Z1, U1, Yo, - - -, Ym)a
vyhodit, aniz by se LO zménil, tedy [Z1, 71, %2, - - -, Um|a = [T1, (G | ¢ € M — {i1})]a.

Dostavame tak kyzenou rovnost:
L= (7@ i em— {ihh

Tudiz jsme nahradili jeden vektor z puvodnich vektorta 41, 5, . . ., ¥, vektorem .

Je-li n =1, je dikaz hotov.

o Je-li n > 2, pak nutné m > 2. Jinak bychom méli L = [#]) a 7 € L, coz by byl
spor s LN vektort 7y, . Pro n > 2 pokracujeme dal ve vyméné. Opét fakt, ze
Ty € L, implikuje jednak rovnost L = [, T, (¥; | ¢ € m—{i1})]a, jednak LZ vektoru
71,29, (Ui | © € m — {i1}). Vektory &, Z5 jsou LN. Nutné proto plati, ze Z & [Z1],.
Sesty bod véty 2.28 vynucuje tudiZ existenci indexu iy, € m — {i,} tak, Ze i, lze
nakombinovat z predchozich vektort v posloupnosti 71, Zo, (y; | ¢ € m — {i1}). Diky
tomu z véty 2.25 plyne, ze L = [&, 22, (¥; | ¢ € m — {i1,i2})]x. Ve druhém kroku

jsme tak nahradili vektorem s dalsi z ptivodnich generatort prostoru L.

o Tak pokracujeme dél, dokud nevycerpame vsechny vektory i, 7s,...,T, nebo
vSechny vektory ¥, ¥, .. ., Ym. Ukazme, ze ptipad, kdy bychom vycerpali vSechny
y-ové vektory a zaroven nevycerpali vSsechny x-ové, nemiize nastat. Kdyby totiz
m < n, potom bychom po m-tém kroku dostali L = [, s, ..., Zy]r. Zaroven by
ale zbyval vektor Z,,,1, ktery by podle predpokladu splnoval ,,,1 € L. To by byl
spor s LN vektortu &y, T, . .., Tm, Tme1. Proto nutné m > n a mizeme provést prave

n kroku. Po n-tém kroku méame:
L:[flaf%"'?fna(gi|i€m\{i17i27"'7in})]/\‘ 0

38



2.5 Baze a dimenze

Poznamka 2.44.

e 7 prvniho bodu Steinitzovy véty plyne, ze poc¢et LN vektorii ve vektorovém prostoru

neprekroci pocet generatort tohoto prostoru.

e Druhy bod véty 1ika, ze v LO existuji generatory, které lze nahradit danymi LN

vektory, proto véta o vyméné. Véta ale nefika, které z generatortt mame vyhodit.

(o R
= o O

Piiklad 2.45. Névrat k piikladu v R?, kde vySetiujeme dimenzi V =

o O = O

0 0
Jiz vime, ze dim V' > 3. Jelikoz V' je generovany tremi vektory, Steinitzova véta tvrdi, ze

ve V existuji nejvyse tii LN vektory. Tudiz kazdé ¢tyti vektory ve V' jsou LZ. To uz podle

definice dimenze znamenad, ze dim V' = 3.

Steinitzova véta umoznuje zavést alternativni definici dimenze, ktera dava do souvislosti

pojem dimenze a baze.

Véta 2.46 (Alternativni definice dimenze). Necht n € N a necht V' je vektorovy prostor
nad télesem T'. Pak dimV = n tehdy a jen tehdy, kdyz ve V existuje n-¢lenna baze.

Dikaz.

e (=): Necht dim V' = n, pak ve V existuje podle definice dimenze n-¢lenny LN soubor.
Oznacme jej (7,22, ..., Z,). UkdZeme, ze V = [T, Zs, ..., T]x. Potom bude jasné,
ze (1,2, ..., %,) je baze.

Predpokladejme, ze vektory 71, 2o, ..., T, negeneruji V, tj. ve V existuje vektor
Tpi1 & |21, Ta, ..., Tp]x. Uzitim Sestého bodu véty 2.28 (alternativni definice LZ)
odvodime pak LN vektora ¥y, Zs,...,Z,, Tny1: Jelikoz jsou vektory &y, @s, ..., T,
LN, plati, ze #; # 0, a pro kazdé i € 7 plati, Ze #; nen{ LK pfedchozich vektort,
a zaroven ani @, 1 neni LK vektori ¥y, s, ..., Z,. LN vektoru 7y, s, ..., T, Tni1

ovsem znamena spor s predpokladem, ze dim V' = n.

o («): Necht (#1,75,...,%,) je baze V, pak ve V existuje n LN vektoru (jelikoz
71,2, ..., %, jsou LN). Protoze Z,Zs,...,Z, jsou zaroven generdtory V', plyne
z prvniho bodu Steinitzovy véty, Ze nejvyse n vektorii mize byt LN. Tudiz kazdych
(n + 1) vektoru je LZ. Tim je podle definice dokazéno, ze dim V' = n. O

Disledek 2.47 (Dusledky Steinitzovy véty). Necht n € N a necht V' je vektorovy prostor
nad télesem T spliiujici dim V' = n. Pak plati:

1. Kazda baze V je n-cClenna.
2. Kazdy n-clenny LN soubor ve V uz je souborem generatorii V, a tedy je bazi V.
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2 VEKTOROVY PROSTOR

3. Kazdy n-clenny soubor generatorui V uz je LN, a je tudiz bazi V.

Diikaz.
1. Vime, 7Ze ve V existuje n-¢lennd baze. Oznacme ji (7,2, ..., Z,). Uvazujme ve V
jesté jinou bazi (1,4, ..., Ym) - Jelikoz vektory &y, Zs, ..., T, jsou generdtory V

a vektory 41,9, ..., Ym jsou LN, je podle prvniho bodu Steinitzovy véty n > m.
Protoze také v, 15, ..., Yy, jsou generatory V a Ty, s, ..., T, jsou LN, plati opét

podle prvniho bodu Steinitzovy véty, ze také m > n.
2. Viz dikaz prvni implikace ve vété 2.46.

3. Pokud n = 1, je pravdivost vyroku ztejmé. Tvrzeni dokazeme sporem. Predpokla-
dejme, ze existuji vektory &y, T, ..., Ty, které generuji V' a zaroven jsou LZ. Z jejich
LO lze pak vyhodit néktery z vektorti, aniz by se LO zménil. Potom je ale V' gene-
rovan n — 1 vektory, coz podle Steinitzovy véty znamena, ze ve V' existuje nejvyse
n — 1 LN vektorti. Tudiz kazdych n vektoru je LZ, a to je spor s predpokladem, ze
dimV = n. O

Poznamka 2.48. Premyslivy ¢tenar se mozna pté, pro¢ jsme pro definici dimenze nepouzili
hned na zacatku definici pomoci baze: Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7. Pokud
V = {0}, pak dim V = 0. Pokud V # {0}, pak bud ve V existuje n-¢lenné béze a klademe
dim V' = n, nebo baze neexistuje a klademe dim V' = +o0.

Takova definice by ale potrebovala ovérit korektnost — skutec¢nost, ze kdyz ve V' nékdo
najde bazi o deseti ¢lenech a prohlasi, ze dimenze je deset, nestane se, ze by nékdo jiny
nasel bazi o jiném poctu c¢lenti. Fakt, ze vSechny béze maji stejny pocet ¢lent, se snadno
overi pomoci Steinitzovy véty. Ponechame c¢tenéari k zamysleni, jak by jej ovéril bez jejiho

vvvvvv

ovéreni korektnosti.

Priklad 2.49. Uvedme, jak vypadaji baze a dimenze nejznaméjsich vektorovych prostort.

1. V T™ nazyvime standardni bazi ' soubor £ = (€}, €5, ...,¢,), kde
1 0
1
1= y €2 .= 0 9 y €n =
0 0 1

Chceme-li zdtraznit pocet ¢lent baze, pisSeme &,,. Neni tézké nahlédnout, ze vektory
z1

z2
€1,€,...,€, jsou LN. Jde o generatory, protoze kazdy vektor ¥ = | . | € T" lze

Tn

19T¢7 se pouziva termin kanonickd béze.
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2.5 Baze a dimenze

psat jako ¥ = x1€] + 1265 + - - - + x,€,. Proto dim T™ = n. Ilustrace standardni béaze

R3 je na obrazku 3.

Obréazek 3: Obvyklé — tzv. pravotocivé — znazornéni standardni baze (€7, €, €3) prostoru R3.

2. V prostoru matic 7™" (o m tadcich a n sloupcich) nazyvame standardni bazi
soubor £ = (Ey1,E5,...,E,,,), kde pro kazdé i € m a kazdé j € n je E; ; matice,

kterd ma m radki a n sloupct, prvek v i-tém radku a j-tém sloupci je roven jedné
00

10 ..
a vSechny ostatni prvky jsou nulové. Tedy naptiklad Eoy = |, , . |- Podobné

jako v predchozim prikladé nahlédneme, 7ze jde o LN generatory a je jich mn, proto

dim T™"™ = mn.

3. V prostoru P,, polynomi stupné maximalné n — 1 s pridanim nulového polynomu na-

zyvame standardni bazi soubor (eq, e, ..., €,), kde pro kazdé t € C jsou polynomy
ey, €, ...,e, definovany:
er(t) =1, ex(t) ==1t, ..., en(t) =t""".

Vysvétleme, ze tyto vektory generuji P,. Uvazujeme-li libovolny polynom p € P,

pak existuji komplexni ¢isla ag, aq, ..., a,_1 € C takova, ze pro kazdé t € C plati:
p(t) =g+ ait+ 062t2 +---+ Oénfltnil = (pé1 (t) + Oéleg(t) + 04263<t> R o an,len(t).

To jest:
P = Qo€ + a1ea + (pe3 + -+ -+ 1€y,
neboli p € [eq,ey,...,e,]x. LN vektortu ovéiime z definice. Pfedpokladame-li, Ze

prer + Paea + -+ - + Bre, = O (nulovy polynom), znamena to, ze polynom vlevo mé
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2 VEKTOROVY PROSTOR

pro viechna t € C tvar 8, + faot + - - - + B,t" L. Jelikoz jde o nulovy polynom, viechny
koeficienty (1, Ba, . .., 8, jsou nutné nulové, a tim je dokazana LN. Protoze ma P,
n-Clennou bazi, je dimP,, = n (znaceni P, je voleno pravé tak, aby n odpovidalo

dimenzi).

4. V prostoru P vSech polynomt jsou pro kazdé n vektory ey, es, ..., e, (definované

stejné jako v predchozim bodé) LN, proto dim P = +o0.

Podivejme se, jak lze z baze komplexniho vektorového prostoru ziskat bazi realného

vektorového prostoru.

Véta 2.50 (Baze nad C a nad R). % Necht V' je vektorovy prostor nad C, dimV =n € N
a necht (1, s, ...,%,) je baze V. Potom (¥, Zs, ..., &y, 1i%1,1%s, . .. ,i%,) je baze Vg, ¢imz
znacime V' nad R, kde je operace sc¢itani zachovana a operace nasobeni zizena na R x V.
Tedy dim Vg = 2n.

Diikaz. Ovérime, ze jde o LN soubor generatori V.
o LN: Uvazujme libovolnou LK vektora &7, Zs, ..., T,, 1%, 1T, . .., 1T, s realnymi koefi-
cienty davajici nulovy vektor, tj. >-p_; ap@i + Sp_q Be(iTy) = 0. Pak plati:

Z Oék—i-lﬁk :6.

Z LN vektora &1, X, . .., %, ve V nad C plyne, ze ap+i8r = 0 pro kazdé k € n. Nulova
tedy musi byt realnd i imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel ay + 10, tj. ap = 6. =0

pro kazdé k € n.

o Vektory generuji Vg: Necht & € V. Jelikoz vektory @1, s, ..., Z, generuji V nad C,
existuji ¢isla v, y2, ..., 7 € C takova, ze ¥ = >_;_; 7% RozepisSme nyni komplexni

¢isla pomoci jejich realné a imaginarni ¢asti, tj. v = ax + i6x. Poté plati:

n n n n n
Z g + lﬁk Z Ty + Z lﬁk Z Ty + Z 6k<1$k)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Podarilo se nam tudiz & zapsat jako LK vektori @y, @s, . . ., ©,, 171, 125, . . . , iT,, pomoci
realnych koeficientii. O

Steinitzova véta ma jesté dalsi dva dulezité dusledky. Prvni souvisi s faktem, ze baze
daného prostoru je nejmensim souborem z hlediska poc¢tu generatorti. Druhy s vlastnosti,

ze baze je nejvétsim LN souborem. Zformulujeme tyto dusledky precizné ve tvaru vét.

Véta 2.51 (Vybér baze z generdtori). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T

adimV =n € N. Necht [i,¥s, - - ., Um|r = V. Pak existuji indexy iy, is, . . ., i, € m takové,
e (Yiys Yigs - - - » Uiy ) tvori bazi V.

Slovy: ,,Z generatori nenulového prostoru lze vzdy vybrat bazi.“
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Dikaz. Pripad m < n podle Steinitzovy véty nenastava. Je-li m = n, potom podle ttetiho
bodu dusledku 2.47 Steinitzovy véty je (¥1,%a,- -, Ym) bézi V. Je-li m > n, pak jsou
vektory 41, ¥, - . ., Ym LZ a podle patého bodu véty 2.28 (alternativni definice LZ pro vice
vektort) 1ze z [t1, U2, - . ., Um)r vyhodit jeden z generatort, aniz by se obal zménil.

Je-li m — 1 = n, potom je soubor ziskany z ptivodniho vyhozenim jednoho vektoru

hledanou bézi. Je-li m — 1 > n, pokracujeme analogicky. O]

Priklad 2.52. Uvazujme RY. Necht P = [7, To, T3, T4, kde

-3 -1 1 2

. 31 . 11 . 1] -2
T = y L2 — 3 y L3 = 6 y b4 — 3
5 1 -3 —4

Vyberte z generatoru &y, To, '3, £4 bazi P.

Reseni: Postupujeme jako pii vySetfovani LN a LZ, tedy vytvofime matici, jejimiz sloupci
jsou generatory P. Na poradi vektort v LO nezdlezi, ddme je tudiz do matice tak, aby se

nam co nejsnaze prevadéla do horniho stupnovitého tvaru.

1 1 -3 2 1 1 -3 2 11 -3 2
o 1 -1 3 -2 0 0 0 0 01 -1 1
BT Bd)~l o o 0 3™ 0 99 ol | 00 00

1 -3 5 —4 0 -2 2 —2 00 00

Vidime, ze ttfeti a ¢tvrty sloupec jsou vedlejsi, proto jim odpovidajici vektory jsou LK
predchozich. Konkrétné 7y = 27, — ¥3 a ¥y = —Z5 + ¥'3. Proto lze vektory 77 a Z4 z LO
vyhodit, aniz by se zménil, tj. P = [, Z3]\. Z matice také vidime, Ze vektorim ¥y a '3
odpovidaji hlavni sloupce, jsou proto LN a soubor (Z5, #3) tvori hledanou bazi. Baze neni
jedind mozné. Z horniho stupnovitého tvaru vycteme snadno, ze napriklad (¥, Z3) nebo

(%9, Z4) jsou také baze P.

Véta 2.53 (Doplnéni LN vektort na bazi). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T
adimV =n € N. Necht k € n a ¥1,7s,...,Z jsou LN vektory ve V. Pak existuji vektory
fk+17 R ,.’I‘?n takové, ze (fl,fQ, Ce ,Lfk, kaJrl, c. ,fn> je bazi V.

Slovy: ,LN vektory lze vzdy doplnit na bazi v prostoru konecné dimenze. “

Diikaz. Podle véty 2.46 (alternativni definice dimenze) v prostoru V' existuje n-¢lenna

baze (Y1, Ys, - - -,Yn). Uzitim Steinitzovy véty (jen pozor na to, Ze m ze Steinitzovy véty je
nyni n a n ze Steinitzovy véty je nyni k) vime, ze existuji indexy iy, 1s, ..., 1, € 1 takové,
ze

(G125 Unla = [T1y 0 T, (T | 4 € — i, ooy dn}) e
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Jelikoz soubor (#1, ..., &, (4; | i € 0 — {i1,...,ix})) je n-Clenny soubor generatort V', jde
o bazi podle tfetitho bodu disledku 2.47 Steinitzovy véty. [

Piiklad 2.54. Dopliite vektory 71, Z» na bazi R?, je-li

2 0
=T T
T = 0 sy L2 — _1

0 0

Reseni: Uvazujme standardni bazi R* a v nf dva vektory nahradme vektory ) a #. (To

jisté pujde, nebot ¥; a #5 nejsou jeden nasobkem druhého, a tedy jsou LN.) Jisté plati:

2 o\ /1\ /o\ /[o\ /o0
wi_ |2 2| (ol [1] o] |o
B ol 1=1{"1ol’{o] 1] ]o

0 o/ \o/ \o/ \o 1

A
Vyhodime z LO nadbytecné vektory a zustane nam hledana béaze. Uz dopredu vime,

ze bude ¢tyiclenna, protoze dim R* = 4. Pfevedli jsme tudiz tlohu na problém vybrat
bazi z generator, viz priklad 2.52. Vytvorime tedy matici, jejimiz sloupci jsou vektory
X1, To, €1, €9, €3, €4. Z matice v hornim stupnovitém tvaru poté vycteme, které vektory jsou
LK predchozich a Ize je z LO vyhodit.

2 01000 -1 20100 -1 20100

-1 20100 0 41200 0-10010

0-10010[ | 0o-10010[ | 0 01240

0 000O0T1 0 000O0T1 0 000O0T1
7 matice v hornim stupnovitém tvaru vidime, Ze €5 a €3 odpovidaji vedlejsim sloupctim, jsou
proto LK predchozich a 1ze je z LO vyhodit, aniz by se zménil. Konkrétné e; = —; + 2€;
a €3 = —2T] — Ty + 4¢€1. Proto R* = [7, T, €1, €4]x. Podle tfetitho bodu disledku 2.47

Steinitzovy véty je ¢tyrclenny soubor generatora (&, 7o, €1, €;) LN, a tudiz jde o hledanou
bazi. Rozmyslete si, ze je dilezité napsat v matici dopredu ty vektory, které ma hledana
baze obsahovat.

2.6 Souradnice

Zavedme umluvu, ze vektorovy prostor V' dimenze n budeme znacit V,.

Véta 2.55 (Vektor jako LK béaze). Necht (¥, %, ...,Z,) je baze vektorového prostoru V,,

nad télesem T'. Potom pro kazdy vektor ¥ € V,, existuje pravé jedna usporadana n-tice
(63]

a2
€ T" takova, ze ¥ = Y ;" | oud;.

Qn
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Diikaz.
a1
. 7 @2 v — — —
» Existence takového vektoru | . | plyne z faktu, ze V,, = [¥1, T, ..., Zu]x.
(e79)
aq B1
. . ;| o2 P2 o . . e
o Jednoznacnost dokazeme sporem. Necht | . | a [ . | jsou dvé rizné n-tice splnujici,
Qn /Bn

de T =T ouffi = Y, 3%, Pak ale Y7 (a; — 3:)Z; = 0 a pfitom jde o netrividlni
LK, protoze jisté pro néktery index ig € n je a;, — fi, # 0. To je spor s LN vektort

T1,T9, -, L. L]
Definice 2.56. Necht X = (7, 7, ..., Z,) je baze vektorového prostoru V,, nad télesem 7.
1. Necht © =" ;| ;&;. Potom «; nazveme i-tou souradnici vektoru ¥ v bazi X

2. Necht ¢ € n. Zobrazeni xf& V, — T, které vektoru priradi jeho i-tou souradnici
v bézi X, tj. ¥ () = oy, pokud & = ", oy ;, nazveme i-tym soufadnicovym

funkcionalem v bazi X.

3. Zobrazeni (.)x: V,, — T, které vektoru prifadi vektor vSech jeho souradnic v bazi X,

tj. (D)x = | . [, pokud & = 3" | @;7;, nazveme soufadnicovym izomorfismem

Qn

v béazi X. %
Zapis (7)x Cteme & v bazi X'“ nebo ,soutadnice vektoru & v bazi X'“.

Poznamka 2.57. Diky véte 2.55 o vektoru jako LK baze vime, ze souradnicovy funkcional
a soutadnicovy izomorfismus jsou skutecné zobrazeni, tj. Ze se nestane, ze by gzrzéE priradil
stejnému vektoru Z vice ruznych ¢isel nebo (.)y priradil stejnému vektoru & vice ruznych

n-tic ¢isel.

Véta 2.58 (Vlastnosti soufadnicového funkcionalu). Necht X = (¥, %s,...,Z,) je baze

vektorového prostoru V,, nad télesem T'. Pak plati pro kazdé i € n:

1. Pro kazdé dva vektory Z,§ € V, je a7 (& + ¥) = a7 (Z) + 27 (§) (souradnicovy

i %

funkciondl z je aditivni).

2. Pro kazdé a € T a & € V, je 27 (af) = az] (¥) (soufadnicovy funkciondl =¥ je

homogenni).

20Misto (Z)x se v literatuie vyskytuje i {Z}x nebo (Z)x.
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2 VEKTOROVY PROSTOR

3. Pro bazické vektory nabyva souradnicovy funkcional jen hodnot nula nebo jedna:

#

7

dF(@)=1ax

(Z;) = 0 pro kazdé j € n, j # i.
Dikaz.

1. Necht 7 =0 | ;@ a g =Y, f;iZ;. Potom &+ ¢ = > | (a; + 3;)Z;. Podle definice
z# poté plati, ze xfé(f) =, x?(ﬂ) =05 a xf’k(va ¥) = a; + 0;, a tedy dostavame:

ol (Z+§) = o (Z) + 27 (7).

2. Necht 7 = Y7, a;7;. Potom af = Y™ (a;)@;. Podle definice je 27 (7)) =

a xf (o) = aqy, a tudiz plati:

o7 (aZ) = axf (D).
3. Tvrzeni plyne z rovnosti &; = 02; + - - - + 02,1 + 1Z; + 0211 + - - - + 0Z,,. O

Poznamka 2.59. Definujme Kroneckerovo delta ¢;;:

0;j = 0 prokazdéi,jeN, i#j,
0;; = 1 pro kazdé i € N.

Potom Ize teti bod véty 2.58 zapsat jako z7 () = ;. >

Disledek 2.60 (Vlastnosti souradnicového izomorfismu). Necht X = (24, T, ..., Z,) je

baze vektorového prostoru V,, nad télesem T. Pak plati:

1. Pro kazdé z,y € V, je (¥ + §)x = (¥)x + (¥)x (souradnicovy izomorfismus je

aditivni).

2. Pro kazdé o € T a ¥ € V, je (aZ)x = a(Z)x (souradnicovy izomorfismus je

homogenni).
3. (Zj)x = €; pro kazdé j € n, kde €; je j-ty vektor standardni baze T".

Radné si rozmysleme rozdil mezi objekty oznacenymi ; a ZL‘Z% Zatimco ¥; je vektor z V,,

je xfﬁ zobrazeni, které kazdému vektoru z V,, prirazuje ¢islo z T

Piiklad 2.61. UvaZujte prostor R a v ném béze

1\ [0\ /o0 1\ /1\ (1
E=1lol,.[1].[o|llax=|]|=1].,]1],|0
o/ \o/ \1 1/ \o/ \o

2Leopold Kronecker (1823-1891), némecky matematik
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2.6 Souradnice

w

(a) Najdete (7)g a (Z)x, je-lid= |5

w

(b) Déle urcete e (&) a x¥ (), kde @3 je teti bazicky vektor X.

ReSeni:
3 1 0 0 3
(a) Jelikoz |5 =3[0]+5|1]|+3]0], dostavame, ze (Z)e = |5 | = 7.
3 0 0 1 3
o 1 1 1 3
Oznaéme (Z)y = [y |, potom oy | =1 | +as |1 | +as [0 =2 = |5|. Mame tedy
Qs 1 0 0 3
soustavu LAR s rozsitenou matici soustavy:
1113 1003 100 3
-1 10{5f{~]010|8[~]0T1O0| 8.
1003 0110 00 1|-8
3
Z matice vyCteme, ze a3 = —8, a3 = 8, a7 = 3, tudiz (¥)xr = | 8
-8

(b) Ze soufadnic # v bézi £ vidime, Ze e (Z) = 5, a z jeho soufadnic v bazi X, 7e
27 (7) = —8.

Ukol 2.62. Rozmyslete si, ze pro libovolny vektor Z € T™ plati, Ze (¥)e = ¥. Viz obrazek 4.

Vratme se k motivacnimu prikladu ze zacatku kapitoly. Zadani znélo: Popiste mnoZinu
vsech latinskych ctvercu, tj. matic o trech radcich a trech sloupcich takovich, Ze soucty ve

vsech radcich i ve vsech sloupcich se rovnaji.

Reseni: Oznacime-li s spolecny fadkovy a sloupcovy soucet, a a b prvni dva prvky v prvnim
radku a ¢ a d prvni dva prvky v druhém radku, pak kazdy latinsky ¢tverec ma podobu:
a b s—a—>b
c d s—c—d
s—a—c s—b—d a+b+c+d—s
Snadno nahlédneme, Ze latinské ¢tverce tvoti vektorovy prostor dimenze pét. Baze obsahuje

nasledujici matice:

10 -1 0 1 -1 00 O 0 0 O 00 1
00 Of, (0 0 O}, 10 -1],10 1 -1}, 1100 1
-1 0 1 0 -1 1 -10 1 0 -1 1 11 -1
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2 VEKTOROVY PROSTOR

Obrazek 4: Soufadnice vektoru # € R? ve standardni bézi jsou rovny jeho slozkdm.

Bez jakéhokoliv pocitani je napriklad jasné (Je to ¢tendri jasné?), ze nasledujici tloha

nema jediné feseni (presnéji feceno, ze ma nekoneéné mnoho feseni, nebo nema zadné).

Doplnte ctverce na latinské:

(a)| 4 2

(b)

3

3

Ukol 2.63. * Uvazujme jesté jednu tlohu podobnou latinskym ¢tvercim. V novindch se
objevila v néasledujicim znéni: Vypoctéte a doplite chybejici cisla tak, aby vznikl magicky

Ctverec, tj. aby soucet cisel ve vsech radcich, sloupcich i v obou whloprickdch byl vidy

stejny.

14

10

17

10

13

Ukoly pro vés ale znéji nasledovné:

1. Najdéte a popiste mnozinu vsech reseni ulohy co nejjednodussim moznym zpiisobem.

(Zptsobt doplnéni je nekoneéné mnoho. Pfitom v novinach bylo uvedeno pravé jedno

reseni.)

2. Ovérte, ze magické Ctverce o ¢tyrech radcich a ctyrech sloupcich tvori vektorovy

prostor. Najdéte jeho dimenzi a bazi.

3. Preformulujte tulohu tak, aby jediné feSeni méla. Zaroven ale zménte zadani co

nejméné. Ukazte, Ze navrzend zména zarucuje jednoznacnost reseni.
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3 Podprostory

Podprostory jsou podmnoziny vektorového prostoru, které si pii ztizeni operaci zachovavaji
vlastnost byti vektorovym prostorem. Proto jsou prirozenymi a velmi dulezitymi priklady
vektorovych prostor.

3.1 Definice podprostoru

Definice 3.1. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7'. Pak P nazveme podprosto-

rem V a zna¢ime P CC V, ?? pokud jsou splnény nésledujici podminky:
1. PCV.
2. P#0.
3. Pro kazdé dva vektory Z, ¢y € P plati, ze 7+ ¢y € P (uzavienost na scitani).

4. Pro kazdé a € T a kazdy vektor & € P plati, ze aZ € P (uzavienost na niasobeni

¢islem).
Priklad 3.2. Necht 7y, 7, ..., T, jsou vektory z vektorového prostoru V nad télesem T
Potom [Z1, %, ...,%,]x CC V. Splnéni vSech vlastnosti z definice podprostoru pro LO

plyne z véty 2.25 o vlastnostech LO.

Piiklad 3.3. V R? mdme nasledujici typy podprostort:

0[]~ o

(b) [Z]y, kde Z # 0. (Vime, Ze jde o pfimku prochézejici bodem (g) a obsahujici vektor 7.)

(c) [Z,9]x, kde Z, i jsou LN vektory. (Vime, ze jde o celé R?, protoze (Z,%) je dvouclenny
LN soubor, a tudiz tvoif bazi R?.)

Za chvili se dozvime, Ze Zddné jiné podprostory uz R? nem4.

Piiklad 3.4. V R?® mdme nésledujici typy podprostort:

o[l

0
(b) [@]x, kde & # 0. (Vime, 7e jde o pifmku prochézejici bodem (0) a obsahujici vektor 7
0

— viz obrézek 5.)

22Lze se setkat i se znacenim P < V nebo (neptesnym) P C V.
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3 PODPROSTORY

<y
N
i

8y

8

Obrazek 5: Podprostory v R? jsou kromé nulového prostoru a celého R? jesté pfimka

a rovina.

(¢) [Z,9]x, kde Z, ¢ jsou LN vektory. (Snadno si rozmyslime, Ze jde o rovinu prochézejici
0
bodem (0) a obsahujici vektory 7 a i — viz obrazek 5.)
0

(d) [Z,9,Z]x, kde Z,7,7 jsou LN vektory. (Vime, Ze jde o celé R?, protoze (7,7,7) je
tticlenny LN soubor, a tedy tvoif bazi R3.)
Za chvili se dozvime, Ze ani R? uZ zadné jiné podprostory nema.

Véta 3.5 (Alternativni definice podprostoru). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem
T. Necht P C V a P # (). Potom ndsledujici tfi tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. PCcCV.

2. (VZ,y € P)NaeT)(af+y € P).

3. (VYn e N)Vay,as,...,a, € T)VT,%s,...,2Z, € P)(X1, ;T € P).
Diikaz. %

e 1. = 2.: Nechf a € T, %,y € P, poté diky uzavienosti podprostoru na nasobeni
vektoru cislem je aZ € P, a diky uzavienosti podprostoru na sc¢itani vektori je také
al +y e P.

e« 2. = 3.: Necht Z € P, pak 0 = (—1)Z + & € P. Dokazme nyni tvrzenf matematickou
indukci. Pron = 1, ay € T a 7; € P plati, ze auZy = oy + 0 € P. Necht

pro néjaké n > 1 tvrzeni plati. Uvazujme libovolna ¢&isla aq, s, ..., ap € T
a x1,To,...,Tpnr1 € P, potom mame:
n+1 n—+1

Zaifi = alfl + Zal@ e P.

i=1 =2
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3.1 Definice podprostoru

Vyuzili jsme indukéniho predpokladu, podle kterého libovolna LK n vektort z P
patii do P.

3. = 1.: Necht « € T a Z,y € P. Pak aZ € P (dosadili jsme n = 1,01 = o, 71 = 7).

Také ¥+ € P (dosadili jsme n =2, = Z, @y =7 a a; = ag = 1). O

Casto budeme pri ovérovani, ze néjaka neprazdna mnozina je podprostor, vyuzivat druhy

bod véty 3.5, protoze je to o néco uspornéjsi, nez vychazet ptimo z definice podprostoru.

Véta 3.6 (Vlastnosti podprostorti). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T' a necht
P cc V. Potom plati:

1.

2.

—

0eP.
{0}ccVaVccV
P je vektorovy prostor nad télesem T (pri ziizeni operace @ na Px P a® naT x P).

Necht Q CC P a P CcCV, pak QQ CCV (tranzitivita vlastnosti byti podprosto-

rem).

5. dim P < dim V.
6. Necht dimV < +oo. Pokud dim P =dim V', pak P =V
Diikaz.
1. P # (), proto existuje Z € V takovy, ze ¥ € P, a jelikoZ je P mnoZina uzaviend na

d.

nasobeni ¢islem, je také 07 = 0 € P.

. Splnéni vsech vlastnosti z definice podprostoru je zirejmé.
. Tvrzeni plyne z disledku 2.12.

. Ovérime vlastnosti z definice podprostoru:

e« QCV,protoze QC PCV.
e Q #0, protoze Q CC P.
e () je mnozina uzaviend na sc¢itani vektor a nésobeni vektoru ¢islem, protoze

Q CccCP.

Je-li dim V = 400, potom je tvrzeni ziejmé. Je-li V = {0}, pak P = {0}, tvrzeni
tedy opét plati. Pokud dim V' =n € N, je kazdych n + 1 vektord ve V — tudiziv P

— LZ. Proto dim P < n.
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3 PODPROSTORY

6. Pro V = {0} je tvrzeni ziejmé. Pro V # {0} oznaé¢me dim P = dimV = n € N.
Jelikoz dim P = n, existuje v P n-Clennd baze (#1, Zs, . .., Z,). Prostor V mé dimenzi
rovnu n, a tak kazdy n-clenny LN soubor ve V' je bazi V. Protoze P C V, je
(%1, oy ..., @) bazi V,a tedy V = [, 2, ..., 7]\ = P. O

Definice 3.7. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7. Trividlnimi podprostory
nazveme {6} aV.% Pokud P cCV a P #V, potom P nazveme vlastnim podprosto-

rem.

Disledek 3.8. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T, dimV < +o00 a P CC V.
Pokud P je vlastni podprostor V', pak dim P < dim V.

Diikaz. Tvrzeni plyne z patého a Sestého bodu véty 3.6. [

Piiklad 3.9. Vratme se k podprostorim v R? a R3. Z vty 3.6 jsme se dozvédéli, Ze
kazdy podprostor je zaroven vektorovy prostor, ma tudiz dimenzi. Pro dimenzi plati, Ze je
maximalné dva (jde-li o podprostor v R?) nebo maximalné t¥i (jde-li o podprostor v R3).
Bud jsou tedy podprostory nulové, nebo maji maximalné dvou-, respektive tri¢lennou bazi,
jejimiz jsou LO. Odtud proto plyne, ze zadné jiné podprostory nez ty, které jsme popsali

vyse, v R? a R? neexistuji.

Definice 3.10. Necht A, B jsou podmnoziny vektorového prostoru V' nad télesem 7" (ne

nutné podprostory). Souc¢tem A a B nazveme mnozinu:
A+B={i+b|de Abe B}

Rekneme, Ze soucet A+ B je direktnim, piSeme A@ B, pokud pro kazdy vektor & € A+ B

existuje pravé jeden vektor @ € A a praveé jeden vektor be B tak, ze ¥ = a + b, 24

Priklad 3.11. Necht V = R%

(a) Nechi A — {(‘D , (g)} a B = {C) , (; } Pak A+ B — {(;) , (D , ((1))} Soucet
A+ B neni direktni, protoze C) = (g) + G) = (f) + (;)
o s {(). )22~ ()} 0 (6).0)-0.0)-

Tentokrat je C' 4+ D direktni.

Poznamka 3.12. Pripomenme pro jistotu i definici sjednoceni a pruniku mnozin. Nechf

A, B jsou podmnoziny vektorového prostoru V nad télesem 7' (ne nutné podprostory).
AUB={d|ae A V de B},

ANB={d|dc A A @€ B}

23U pojmu trividlni podprostor nepanuje jednotnost. Nékdy se za néj povazuje pouze {6}
24Soucet najdeme v literatuie také pod terminem spojeni. Znacdeni je téZ nejednotné, objevuje se

napiiklad A vV B. Direktnimu souctu se obcas ik piimy a znaéi se i A + B.
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3.1 Definice podprostoru

Véta 3.13 (Vlastnosti souctu a priniku podprostort). Necht P,QQ CC V, kde V je

vektorovy prostor nad télesem T'. Potom plati:

1.

2.

PNQCPUQCP+Q.
P+QccV.

P+ Q je direktni & PN Q = {0}.
PNQccV.

Necht &y, %s,...,Z, € V, pak [¥1,Zs,...,T,|\ je nejmensi podprostor V' (ve smyslu

inkluze), ktery obsahuje vektory Ty, s, ..., 2y, tj.

[T, &, ..., Za)x = {Q CC V | & € Q pro kazdé i € n}.

Dukaz.

1.

2.

3.

Je ziejmé z definice, ze PN Q C PUQ. Je-li ¥ € PUQ, pak ¥ € P nebo ¥ € Q.
Bez tjmy na obecnosti (BUNO) piedpokladejme, Ze Z € P. Jelikoz 0 € @, mame
f=74+0eP+Q.

Ovérime vlastnosti z definice podprostoru:

e« P+Q CV, protoze PCV i@ CV aV jeuzaviend na sc¢itani.

« P+Q+#0, protoze (e P,0eQal+0=0ec P+Q.

e P+ (@ je uzavieny na sc¢itani vektor a nasobeni vektoru ¢islem: Pro libovolné
T1,79 € P+ Q a libovolné a € T existuji pi,pp € P a q1,¢ € @Q takové,
Ze T1 =D1+ @ a Ty = Po+ G Proto afy + 7 = a(pi + @) + Do + ¢ =
(apy + p2) + (aq) + @). Jelikoz P a @ jsou podprostory, plati podle véty 3.5, ze
ap) +ps € P a agy + ¢ € Q, z ¢ehoz plyne, ze oy + @9 € P + Q.

Dokazujeme ekvivalenci, tedy dveé implikace.

« (=): Necht € PN Q. Potom plati, 7e # =+ 0= 0+ € P+ Q. Pokud by
# # 0, pak by 8lo o dva rtzné rozklady & na soudet vektorti z P a Q, coz by byl
spor s direktnosti P + Q).

+ («<): Dokazme implikaci sporem. Piedpokladame, ze PN Q = {0}, ale P + Q
neni direktni. Potom existuje vektor ¥ € P+ Q, ktery lze zapsat dvéma riznymi
zpusoby:

T=p1+q =ps+ G,
kde p1,p2 € P a ¢1,¢ € Q. Jelikoz jde o rizné rozklady, je nutné p; # po,
a tudiz také q; # ¢o. Poté ale p1 — ps = ¢5 — ¢; je nenulovy vektor, ktery patii
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3 PODPROSTORY

do P ido @, je to tedy nenulovy vektor z P N Q, coz je spor s predpokladem,
7e PNQ = {0}.

4. Ovérime vlastnosti z definice podprostoru:

e« PNQ CV,protoze PCVa@QcCV.

« PNQ#0, protoze 0 € P, 0 € Q. Tudiz 0 € PN Q.

e PN (Q je uzavieny na sc¢itani vektorti a nasobeni vektoru cislem: Pro libovolné
T1,To € PN Q alibovolné a € T plati, ze ¥y, Ty patii jak do P, tak i do Q.
Jelikoz P a @) jsou podprostory, patii ax; + 5 do P i do ). Odtud uz plyne,
e a1+ 7o € PNQ.

5. Uz vime z prvniho piikladu za definici podprostoru, ze [Z1,Zs,..., T,y CC V.
Abychom dokazali, ze jde o nejmensi podprostor V' obsahujici vektory &y, @, ..., Ty,
staci vysvétlit, ze kazdy podprostor obsahujici vektory &, @, . . . , Z,, obsahuje i jejich

libovolnou LK. To je ale jasné z véty 3.5 (alternativni definice podprostoru). [

Ukol 3.14. Dokazte, Ze dokonce prinik libovolného poétu podprostortt a soucet koneéného

poctu podprostori vektorového prostoru V' nad télesem T tvori podprostor.

Poznamka 3.15. Necht P,(Q CC V, kde V je vektorovy prostor nad télesem 7. Hlouba-
vého ¢tenare by mohlo napadnout, ze zajimame-li se o P N @, bylo by logické zkoumat

také P U Q. Oviem P U @ nemusi tvotit podprostor. Napiiklad pro V =R? a P = K;)}
A

0

a Q= K?)] jsou jiste P,QQ CC V, ale vektor <(1)> + (1> = C) ¢ P U (Q, prestoze jde
A

o soucet dvou vektort z P U Q.

Véta 3.16 (Soucet a sjednoceni). Necht P,Q CC V, kde V' je vektorovy prostor nad
télesem T'. Potom P + @ je nejmensi podprostor (ve smyslu inkluze), ktery obsahuje P U Q.

Diikaz. Podle prvniho bodu véty 3.13 vime, ze PU @ C P + (). Déle kazdy podprostor
obsahujici vSechny vektory z P i vSechny vektory z () obsahuje také vSechny jejich soucty,
tudiz obsahuje P + @). Proto je P + () nejmensi podprostor, ktery P U ) obsahuje. [

3.2 Prvni véta o dimenzi

Vyslovime nejprve lemma, které vyuzijeme v dikazu 1. véty o dimenzi (a nejen tam).

Lemma 3.17. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Necht jsou dany vektory
fl,fg,. .. ,fn a gl,gg, e ,gm z V. Necht dale P = [fl,fg, e ,fn])\ a Q = [Zjl,gé, Ce ,y_’mb\.

Potom plati:
1. P+Q: [fl>"'7fnagl7"'7gm]A~
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3.2 Prvni véta o dimenzi

2. Jsou-li navic vektory ¥, Zs, ..., %, LN a zaroven vektory i, vs, ..., Ym LN, potom

Z1y.o o Ty B - - s i jsou LN vektory < PNQ = {0}.

Diikaz. Oznacme L = [T1,..., @0, U1, - Umlx-

1. Z vlastnosti LO pak plyne, ze PUQ C L a L CC V. Zaroven L C P + @), protoze

pro libovolny vektor ¥ z L existuji ¢isla aq,...,a,, 51,. .., By takova, ze plati:
n m
T=> a7+ Y By € P+Q.
i=1 j=1

Podle véty 3.16 je ale P + ) nejmensi podprostor obsahujici P U (), proto nutné
L=P+Q.

2. Ukazeme dvé implikace:

e (=): Necht ¥ € PN Q, potom existuji oy, ao,...,a, € T tak, ze £ = 31 | ;7
(protoze ¥ € P), a existuji (1, B2,..., 8 € T tak, ze & = 37", B;; (protoze
7 € Q). Odtud mame:

n m 5
> aidi =) By = 0.
i=1 j=1

Z LN vektort &y, ..., %, Y1, - - -, Ym pak uz plyne nulovost vsech koeficienti LK,
tudiz 7 = 0.

e («): Ovéfme LN vektora &y, ..., %, U1, - . . , Ym pouzitim Sestého bodu véty 2.28
(alternativni definice LZ). Vektor # # 0, protoze jde o bazicky vektor P.
Ukazme, ze neexistuje ani vektor, ktery by byl LK predchozich. Bud by to
byl néktery z z-ovych vektoru, tj. ¥; = 22;11 T, coz nemuze nastat kvuli
LN vektoriu 71, Zs,...,T,. Nebo by to byl néktery z y-ovych vektori, tedy
7 = S0, ai®; + 312} Brdie. Poté by oviem platilo:

n 7—1
P> Zaifi =; — Zﬁk?jk €Q,
i=1 k=1

tudiz y; — Zf;ll Biie € PN Q = {0}. Vznikl4 rovnost yj = Zi;ll BrUi by vsak
byla ve sporu s LN vektort 41, 42, ..., Ym. O

Véta 3.18 (1. véta o dimenzi). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a P,Q CC V.
Potom plati:
dim(P + Q) + dim(P N Q) = dim P + dim Q. (1)

Diikaz. % Rozdélime dikaz na nékolik ptipadii:
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3 PODPROSTORY

e Jei P= {0}, pak P+Q = Q a PNQ = P a platnost rovnosti (1) je zfejma.
(Analogicky pro @ = {0}.)

o Je-li dim P = 400, potom ze vztahu P CC P + @ plyne, ze dim(P + @) = +o0,

a rovnost nastava. (Podobné pro dim @) = +00.)

o Jelli P # {0}, Q # {0} a dimP < o0, dimQ < 400, oznaéme n = dim P
a m = dim@. Plati tudiz n,m € N. Uvazujme X = (Z1,%,...,%,) bazi P

aY = (Y1, Y2, -, Ym) bazi Q. Rozlisime dva pripady:

1. Necht PN Q = {0}. Poté podle lemmatu 3.17 je (%1, ..., Zn, 1, - . ., Un) baze
P + Q. Proto mame:

dim(P + Q) +dim(PNQ) = (n+m) +0 = dim P + dim Q.

2. Necht PN Q # {0}. Oznac¢me (%, %, ..., %) libovolnou bézi P N Q. Pak
lze vektory Z7, 25, ..., Zs nahradit s bazickych vektoru P a také s bazickych
vektort Q. Necht jsou to BUNO posledni vektory v bézich X a Y, tj. P
mé bazi (Z1, ..., 25, T1, ..., Tnos) @ Q ma bézi (Z1,...,Z5, %1, - - -, Ym—s). Pokud
dokéazeme, ze potom Z = (21, ..., 25, Z1, .-, Znes, Y1y - - - s Ym—s) j& baze P + @,

bude rovnost (1) dokézana. Pak bude totiz jasné, ze
dim(P+ Q) +dim(PNQ)=(n+m—s)+s=dimP + dim Q.

Dokazme tedy, ze Z je baze P + Q).

(a) Podle prvniho bodu lemmatu 3.17 vektory ze Z generuji P + Q.
(b) Z je LN soubor, protoze libovolnd LK 5, o 2+ 315 B + X7 7° vy = 0

je trividlni. To plyne z nasledujicich tprav:
S n—s m—s
P> Z%‘Z‘—FZ@@: - Z%gz €Q,
i=1 i=1 i=1

tj. vektor — >77° v,4; lezi v P N Q. Takovy vektor je potom LK bazickych
vektortt PNQ, tj. — X1 vt = Y5 6% Pakale Y28, 6,2+ v = 0

a z LN vektoru 21,...,2,91,...,Um—s Plyne, ze vy = -+ = Y_s = 0.

Poté z rovnosti 37, a2y + 307 By = — Y S iy = 0 a z LN vektort

21y 2y, 1y Tp_s Plyne, ze ay =---=a,=0a == F,_s =0,

coz znamena, ze uvazovana LK je skutec¢né trivialni. O]
1 0 0 1
Priklad 3.19. Necht P,Q CcC R3. Necht P = [[0], |1 a @ = 11,12
0 1 -1 0

Najdéte dimenzi a bazi P+ Q a PN Q.
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3.2 Prvni véta o dimenzi

1 0 0 1
Reseni: Z prvniho bodu lemmatu 3.17 vime, ze P+ Q = ||0|,]|1], 11,12
0 1 -1 0 \
Najit bazi P + () tedy znamena vybrat bazi z generatort.
10 01 10 0 1
01 12~f01 1 2
01 -10 00 —2 =2

Z matice v hornim stupnovitém tvaru vidime, ze dim(P+ @) = 3 a baze P+ () je napriklad

1 0 0
01,111, 1
0 1 -1

(Matice ma tfi hlavni sloupce a bézi tvori vektory odpovidajici hlavnim sloupcim.) Pokud
bychom chtéli jednodussi bazi P + @, staci si uvédomit, ze P +Q CC R? a dim(P + Q) =
dimR? = 3. Z véty 3.6 o vlastnostech podprostorii poté dostavame, Ze P + @Q = R?, takZe
jinou bazi P 4 @ je napriklad &;.

Z 1. véty o dimenzi zjistime, ze dim(P N Q) = 2+ 2 — 3 = 1. Jakykoliv nenulovy vektor

1 0 0 1
z PN Q je tudiz bazi. Jelikoz vektory |0, |1], 1|,]2] jsou LZ, jisté najdeme
0 1 -1 0
a, 3,7,0 € R takova, ze alespon jedno z nich je nenulové a ze plati:
1 0 0 1 0
al0l+B8|1|+y] 1|+6[2]=]0
0 1 -1 0 0
Potom mame:
1 0 0 1
al0|+8|1|=—] 1|—-0|2|€PNQ.
0 1 -1 0
1 0
Jde o hledany nenulovy vektor. Kdyby byl totiz nulovy, plynulo by z LN vektora |0 ], |1,
0 1
0 1
ze a = 3 =0 a z LN vektori 1,121, ze y=46=0. To by byl spor s predpokladem,
-1 0

ze alespon jedno z Cisel «, 3,7, je nenulové. Neznamé najdeme ze stejné matice jako pri

vysSettovani baze P + Q:

10 01 10 0 1
01 12(~]J01 1 2
01 -10 00 -2 =2
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3 PODPROSTORY

Pti volbé § = —1 dopocteme uz jednoznacné neznamé odpovidajici hlavnim sloupctim
vy=1,6=1aa=1. Odtud dostavame:

1 0 0 1 1
o+ ([1|=—-| 1[+[2]=]|1]€PNAQ.
0 1 -1 0 1
1
Tedy 1 je bdze PN Q.
1

3.3 Doplnék podprostoru

Definice 3.20. Necht V' je vektorovy prostor konecné dimenze nad télesem 7" a necht
P, cC V. Pokud podprostory splnuji P @ @) =V, pak () nazveme doplinkem P do V

a jeho dimenzi dim ) znac¢ime codim P a nazyvame kodimenzi P.

Poznamka 3.21. Vsimnéme si, ze podle 1. véty o dimenzi je kodimenze P dobte definovana.

I kdyby doplnkt existovalo vice, pro kodimenzi P plati:
dim P 4 codim P = dim P+ dim Q) = dim(P + Q) + dim(PN Q) = dim V + dim(P N Q).

7 direktnosti sou¢tu P @ Q = V plyne PN Q = {0}. Proto codim P = dimV — dim P,

a nezavisi tudiz na volbé dopliku P do V.

Poznamka 3.22. Doplnék podprostoru lze definovat i v prostorech nekoneéné dimenze.
K takovému obecnéjsimu pripadu se vratime pozdéji. Ke korektni praci s obecnéjsi definici

budeme totiz potiebovat znalost linedrnich zobrazeni.

Véta 3.23 (Existence dopliku). Necht V' je vektorovy prostor konecné dimenze nad
télesem T' a necht P CC V. Potom doplnék P do V' existuje.

Duikaz.
« Necht P = {0}, pak Q = V spliluje evidentné vlastnosti dopliiku.
« Necht P =V, potom Q = {0} splituje zfejmé vlastnosti doplitku.

e Necht P je vlastni a nenulovy podprostor V. Oznac¢me k& = dim P. Potom exis-
tuje baze (71, Zs,...,Z,) podprostoru P. Doplime ji vektory Zy.1, ..., T, na bazi
(21,2, ...,%,) prostoru V. Poté @ = [Zx11,...,Zs]x je hledany doplnék. Z prvniho
bodu lemmatu 3.17 a z faktu, ze (Z1,7,...,%,) je baze V, plyne, ze P + Q =
(71, @, ..., Zn]x = V. Z druhého bodu lemmatu 3.17 pak dostavame, ze PNQ = {0},
tudiz P Q =V. O
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3.3 Doplnék podprostoru

Vsimnéme si, ze dikaz véty 3.23 dal navod ke konstrukei dopliku. Baze P se doplnila na

bazi V a LO z doplnénych vektori byl hledanym doplitkem P do V.
. Najdéte doplnék P do R3.

1
AED
5 1 1 0 1 0
Reseni: Jelikoz ((1) , (0) , (1)) je baze R3, je napifklad Q = (0) , (1)] doplinkem
1 0 0 0 0
A

Piiklad 3.24. Necht P CC R3, P =

P do R3.
Poznamka 3.25. Doplnék obvykle neni jediny! Napiiklad pro V =R?> a P = Ké)] je
A
doplnkem @) = K?H , ale také treba Q9 = KD] . Predstavime-li si situaci geometricky,
A A

potom P je primka prochézejici pocatkem (8) a bodem (;) a doplnkem P je libovolna

primka prochézejici pocatkem, ktera je rtizna od P. Viz obréazek 6.

Q)3 Q1 Q)2

S
Y

Obréazek 6: Riizné dopliiky piimky v R2.
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4 Linearni zobrazeni

Motivace. Diferencialni rovnice jsou partii matematiky, ktera ma uplatnéni ve fyzice,
ekonomii, biologii, chemii atd. Prosté a jednoduse, vymyslete si jakykoliv jev a je pravdeé-
podobné, ze ho bude modelovat feseni né¢jaké diferencidlni rovnice. Obycejnou linearni

diferencialni rovnici fadu n nazyvame rovnici:

P @)+ ppa (@) fO70 (@) + -+ pu(@) () + pol2) f(2) = q(2),

pii¢emz po, p1, ..., Pn-1,q jsou spojité funkce na otevieném intervalu I C R a f*)(x)
znaci k-tou derivaci funkce f v bodé x. Na konci kapitoly si popiSeme, jak tzce takové

diferencialni rovnice souvisi s linedrnimi zobrazenimi.

4.1 Definice linearniho zobrazeni

Definice 4.1. Necht P, jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T'. Zobrazeni
A: P — @ nazveme linearnim (homomorfnim), pokud jsou splnény nasledujici dvé

podminky:

1. Pro kazdé dva vektory Z,y € P plati, ze A(Z + ¢) = A(Z) + A(y) (aditivita

zobrazeni A).

2. Pro kazdé o € T a kazdy vektor ¥ € P plati, ze A(aZ) = «A(Z) (homogenita

zobrazeni A).
Misto A(Z) budeme Castéji psat AL

Poznamka 4.2. Linearni zobrazeni ma smysl zavadét jen pro vektorové prostory P, ()
nad stejnym télesem. V druhé podmince (homogenita) se totiz ¢isly z télesa nasobi jak
vektory Z z P, tak i vektory AZ z Q.

Poznamka 4.3. Pro kazdé linedrn{ zobrazeni A: P — Q plati, ze A0p = 6Q, pricemz 0p

je nulovy vektor z P a 6Q je nulovy vektor z Q.

Diikaz. Plati A0p = A(00p) = 0(A0p) = O, kde v prvni a posledn{ rovnosti je vyuzit fakt

z véty 2.10, ze 0d@ = 0 pro kazdy vektor @, a ve druhé rovnosti je vyuzita homogenita A. [

Piiklad 4.4. Uvedme nejznamé&jsi pifklady linedrnich zobrazeni A: R? — R2. Ilustrace je

na obrazku 7.

(a) Zrcadleni podle osy jdouci poc¢atkem (E).

(b) Stredova soumérnost.
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4.1 Definice linearniho zobrazeni

(a) Zrcadleni podle osy (b) St¥edova soumérnost
.
. "
.-
. —
L~ A(Z)
=
-
A(Z)
(c) Rotace o uhel o (d) ProdlouZeni ve sméru z
X2
A(T)
Q x
1 ax

Obrazek 7: Piiklady linedrnich zobrazeni A: R? — R?,

(c¢) Rotace o thel a proti sméru hodinovych rucicek. (Samoziejmé, ze také rotace o tihel
a po sméru hodinovych rucicek je linearni zobrazeni, nebot jde vlastné o rotaci o thel

27 — « proti sméru hodinovych rucicek.)

Stredova soumeérnost je vlastné specialni pripad rotace pro a = 7.

(d) Prodlouzeni (zkrdcen{) ve sméru €;. (Zobrazeni ptifadi vektoru (m) vektor (aml),
9 9

pti¢emz pro @ > 1 jde o prodlouzeni a pro 0 < o < 1 o zkréceni ve sméru €7.) Podobné
Ize definovat prodlouzeni (zkraceni) ve sméru €.

U vsech zobrazeni si ¢tenatr sim ovéri, ze jsou linearni.
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4 LINEARNI ZOBRAZENI

Véta 4.5 (Alternativni definice linedrniho zobrazeni). Necht P, (Q jsou vektorové prostory
nad stejnym télesem T'. Necht A: P — (). Pak nasledujici tri tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. A je linearni zobrazeni.

2. VaeT)(VZ,y € P)(A(aZ +v) = a AT + Ay).

3. (Vn e N)(Vaq,ag,...,a, € T)(VZ1,Zs,..., T, € P)(A(XC, ai@;) = D0 i AT).
Diikaz. %

e 1.= 2.: Necht a € T, Z,y € P, pak podle aditivity A a poté homogenity A plati, ze
A(aZ +7) = A(aZ) + Ay = a AT + Ay.

« 2. = 3.: Necht ¥ € P, pak 0p = (—1)Z+ £. Podle druhého bodu proto mame A0p =
(—1)AZ + AZ = 6Q. Tedy obraz nulového vektoru je nulovy vektor. Dokazme nyni
tvrzeni matematickou indukef. Pron = 1,04 € T a @) € P plati, ze an @, = an @y + Op.

Proto podle druhého bodu mame:
Alond)) = a1 ATy + A0, = ay ATy + 0g = oy AT

Necht pro néjaké n > 1 tvrzeni plati. Uvazujme libovolna ¢isla ay, ae, ..., a1 €T
a vektory &1, T, ..., Tpy1 € P, potom S0 ¥ = andy + X0 ;7. Tudiz podle

druhého bodu a poté podle indukéniho predpokladu mame:
ntl n+l n+1 n+1
A <Z Oézfz> = OélAfl + A (Z OéZLa) = ozlAfl + Z OézAfz = Z OélAfZ
i—1 =2 =2 i=1

e 3. = 1.: Necht a € T'a &,y € P, pak A(aZ) = aAZ (dosadili jsme n = 1,1 = «,
7 = 7) a A(Z+y) = AT+ Ay (dosadili jsmen = 2,71 = ¥, Ty = jaa; =ax =1). O
Druhy bod véty 4.5 zkracuje ovérovani linearity zobrazeni, proto jej budeme v nasledujicich

dikazech vyuzivat, misto abychom vychézeli primo z definice.

Definice 4.6. Necht P, () jsou vektorové prostory nad stejnym télesem 7. Mnozinu
linearnich zobrazeni P — @ znacime L(P,Q). * Necht A,B € L(P,Q) a a € T, pak

definujeme operace:
« scitani zobrazeni A + B pro kazdy vektor ¥ € P vztahem (A + B)7 = AZ + BZ,
» nasobeni zobrazeni A ¢islem « pro kazdy vektor ¥ € P vztahem (aA)7 = aAZ.

Véta 4.7 (Vektorovy prostor linedrnich zobrazeni). Necht P, () jsou vektorové prostory
nad stejnym télesem T'. Potom mnozina L(P, Q) s operacemi sc¢itani zobrazeni a nasobeni

zobrazeni ¢islem definovanymi vyse tvori vektorovy prostor nad T

ZPNéktefi matematici pouzivaji symbol Hom(P, Q) nebo L(P, Q).
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4.1 Definice linearniho zobrazeni

Dikaz. % Je tfeba oveérit:

o Neprazdnost L(P,Q):
L(P, Q) obsahuje nulové zobrazeni O, které kazdému vektoru z P pritazuje nulovy
vektor z (). Jde o linearni zobrazeni, protoze pro kazdé ¥,y € P a pro kazdé a € T

plati:

2
Q
S
+
N
I
S
I
Q
S
+
8
I

aOr + Oy.

o Uzavrenost na sc¢itani vektort:
Pro kazdé A, B € L(P, Q) ovéfime, ze A + B je linedrni zobrazeni.
Pro kazdé Z,y € P a pro kazdé § € T plati:

/)

0 definice A + B)
_|_

(A+ B)(fr+7y) = ABZ+7vy)+ B(BX+
Bx

(
= (BAT+ Ay) + (B By) (linearita A a B)
= [B(AZ+ BZ) + (Ay+ By) (vlastnosti prostoru Q)
= B(A+B)Z+ (A+ B)y (definice A + B).

o Uzavrenost na nasobeni vektoru c¢islem:
Pro kazdé a € T a A € L(P, Q) ovéfime, Ze oA je linedrni zobrazeni.
Pro kazdé &,y € P a pro kazdé § € T plati:

(@A)(BT+9) = aA(BT + 7))
= (AT + Ay)

(definice aA)

(
= «o(BAT) + aAy  (vlastnosti prostoru Q)

(

g (

linearita A)

vlastnosti prostoru )
definice aA).

o Platnost osmi axiomii vektorového prostoru:

1. Pro kazdé A, B € L(P,Q) plati, ze A+ B = B + A, protoze pro kazdé ¥ € P
mame (A+ B)7 = A¥+ BZ¥ = B+ AZ = (B+ A)Z. Vyuzili jsme komutativniho
zakona pro sc¢itani vektorti v prostoru Q.

2. Pro kazdé A, B,C € L(P,Q) plati, ze A+ (B+C) = (A+ B) + C, protoze pro
kazdé £ € P médme (A+ (B+ () = AZ+ (B+ C)% = AT+ (BZ + C%) =
(AZ+ BZ)+CZ = (A+ B)2+C7 = ((A+ B) 4+ C)Z. Vyuzili jsme asociativniho

zakona pro sc¢itani vektorti v prostoru Q.

3. Existuje zobrazeni B € L(P,Q) tak, ze pro kazdé A € L(P,Q) plati, ze
A+ B = A. Stadi polozit B = © (nulové zobrazeni), o kterém uz vime, Ze je
linedrni. Jisté roli nulového vektoru hraje, protoze pro kazdé ¥ € P plati, ze

(A4 0)T = AT + 0% = AT + g = AX.
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4 LINEARNI ZOBRAZENI

4. Pro kazdé A € L(P,Q) existuje B € L(P, Q) tak, ze A+ B = ©. Stadi polozit
B = (—1)A, o kterém z uzavienosti na nasobeni ¢islem vime, Ze je linedrni.
Snadno ovérime, ze hraje roli opacného vektoru k A, protoze pro kazdé ¥ € P
plati, Ze (A + ((=1)A)Z = AT + ((=1)A)7 = AZ + (1) AT = AT — AZ = Og.

5. Pro kazdé «, B € T a pro kazdé A € L(P, Q) plati, ze a(BA) = (af)A, protoze
pro kazdy vektor ¥ € P mdme (a(8A))7 = a(fA)T = a(fAT) = (af)AT =
((aB)A)Z. Vyuzili jsme asociativniho zakona vzhledem k ndsobeni vektoru ¢islem
v Q.

6. Pro kazdé A € L(P, Q) plati, ze 1A = A, coz plyne pfimo z definice ndsobeni

zobrazeni ¢islem.

7. Pro kazdé o, 8 € T a pro kazdé A € L(P,Q) plati, ze (o + 5)A = aA + A,
protoze pro kazdé © € P mame ((o + 5)A)T = (o + ) AT = a AT + AT =
(aA)T + (BA)T = (A + BA)Z. Vyuzili jsme distributivity ndsobeni vektoru
¢islem v () vzhledem ke scitani cisel.

8. Pro kazdé a € T a pro kazdé A, B € L(P, Q) plati, ze «(A+ B) = A+ aB,
protoze pro kazdé ¥ € P mame (a(A + B))7¥ = a(A+ B)Z = a(AZ + BY) =
aAZ + aBT = (aA)T + (aB)¥ = (0A + aB)Z. Vyuzili jsme distributivity

nasobeni vektoru ¢islem vzhledem ke séitani vektorta v Q). n
Definice 4.8. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7.

(a) Jelli A € L(V,V), nazyvame A linedrnim operdtorem a piseme L£(V) misto

LV, V). %

(b) Je-li ¢ € L(V,T), nazyvdme ¢ linedrnim funkcionalem, piseme V# misto L(V,T).

Prostor V# nazyvame dualnim prostorem k V. %7
Priklad 4.9. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7.

(a) Prikladem linedrniho operatoru je identicky operator I, ktery kazdému 7 € V

ptifadi I7 = #. 28

(b) Necht X = (&1, 25, ...,%,) je bdze V. Pak pro kazdé i € 7 je i-ty soutadnicovy funkci-
onal xf& v bazi X prikladem linearniho funkcionalu, pricemz aditivita a homogenita

xf plynou z véty 2.58 o vlastnostech souradnicového funkcionalu.

Definice 4.10. Necht P, @ jsou vektorové prostory nad stejnym télesem 7" a A € L(P, Q).

26 ine4rni operator je také nazyvin endomorfismem.
27Linearni funkciondl najdeme v jinych zdrojich téZ pod nazvem linedrni forma. Dudlni prostor se také

znac¢i V nebo V*.

28Je mozné se setkat i se symbolem 1y nebo idy misto 1.
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4.1 Definice linearniho zobrazeni

(a) Je-li A prosté, fekneme, ze A je monomorfnim zobrazenim.

(b) Je-li A na“ @, fekneme, Ze A je epimorfnim zobrazenim.

(c) Je-li A prosté a ,na“ @, fekneme, Ze A je izomorfnim zobrazenim.

9

(d) Je-li A izomorfn{ a P = Q, fekneme, Ze A je regularnim operatorem. >

Poznamka 4.11. Definice prostého zobrazeni a zobrazeni ,na“ (surjektivniho) zname

z matematické analyzy. Presto je ptipomeneme. Necht A: P — Q).

« A je prosté, pokud (VZ,y € P)((AZ = Ay) =

—~

T=1).
o Aje ,na“ @, pokud (Vy € Q)(37 € P)(AZ = 7).

Uvédomme si, ze monomorfni a prosté zobrazeni neni totéz. Prosté zobrazeni totiz nemusi

byt linedrni. Podobné epimorfni a surjektivni zobrazeni neni totéz.

Priklad 4.12. Necht X = (%1, s, ..., 4,) je baze vektorového prostoru V;, nad télesem 7.

Ukazte, ze soutadnicovy izomorfismus (.)y v bazi X je skutecné izomorfismus.

Reseni: Pripomenme, Ze pro kazdy vektor & € V,, je soutadnicovy izomorfismus definovan
aq

vztahem (Z)y = o, pokud 7 = Y1 | a;%;. Z disledku 2.60 o vlastnostech souradnico-

Qn

vého izomorfismu plyne jeho linearita. Zbyva tedy dokazat, ze (.)x: V,, — T™ je prosté

a ,na“ T".

o Prostota:
a1

Pro kazdé 7,y € V plati, ze je-li (¥)x = (¥)x a oznacime-li (Z)y = . , potom
Qn

z definice souradnicového izomorfismu mame ¥ = " | o;7; = ¢.

e na“ 7™
(051 a1
a9 a2
Necht | . [ € T™, poté pro & = > | a;@; € V,, plati, ze (¥)x =
Qn (e77)

Véta 4.13 (Linearita inverzniho zobrazeni). Necht P, () jsou vektorové prostory nad
stejnym télesem T. Necht A € L(P,Q) a A je izomorfni. Pak A™' € L(Q, P), tj. A~

existuje a je také izomorfni.

29Regularni operator byva také nazyvan automorfismem.
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4 LINEARNI ZOBRAZENI

Dikaz. Jelikoz A je prosté zobrazeni s definicnim oborem P a oborem hodnot (), vime
z matematické analyzy, Ze A~! existuje, ma definiéni obor @ a obor hodnot P. Zbyva
overit, ze A~ € L£(Q, P).

Pro kazdé 41, 9> € Q a pro kazdé a € T ovéfime, ze A~ (ag + o) = a A7l + A7 .
Oznatme ¥; = A7 'y, a @» = A '%,. Potom z definice inverzniho zobrazeni vime, Ze
U = A% a o = AZy. 7 linearity A dostavame, ze aif) + o = a ATy + AZy = AlaZy + ).

Opét z definice inverzniho zobrazeni dostavame:
A_I(Oé?jl + ?jg) == Oéfl + fg = ozA_ly_’l -+ A_lgg. ]

Véta 4.14 (Linearita slozeného zobrazeni). Necht P,Q,V jsou vektorové prostory nad
stejnym télesem T. Necht B € L(P,Q) a A € L(Q,V). Pak AB € L(P,V). 3

Driikaz. Slozené zobrazeni je pro kazdé @ € P definovano (AB)Z = A(BZ). Jde tudiz
o zobrazeni P do V' (A pusobi na vektor BZ, ktery je z Q). Zbyva ovétit linearitu.
Pro kazdé Z,y € P a pro kazdé a € T plati:

(AB)(aZ +9) = AB(aT+7) |
= A(aBZ + By) (linearita B)
= aA(BZ) + A(By) (linearita A)
= a(AB)Z+ (AB)y (definice AB).

definice AB)

Piiklad 4.15. Necht zobrazeni A: R? — R? a B: R!' — R? jsou definovana:

x1 z1
. pro kazdé () cR3je A () _ (*)
3

3 3

 pro kazdé (z;) € R! je B(z) = (.’El)

x1
Ovétte, 7e A € L(R3 R?) a B € L(R',R?). Déle najdéte piedpis pro sloZené zobrazenf
AB, které je podle véty 4.14 také linearni.

1 v
Reseni: Pro kazdé ¥ = (:62) Y = <y2> € R? a o € R plati:

x3 Y3

P azr1t+y1 o (az1+y1)+(az2ty2)
(a$+y) — A azr2+y2 -

ar3+ys3
ar3+ys3
_ (O‘(wl+$2)+(y1+y2)) — o (331+962> + (y1+y2>
arsz+ys z3 Y3
1 Y1
= aA || +A|r]| = AT+ Ay,
z3 Y3

30S]ozené zobrazeni se také znadi A o B.
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4.1 Definice linearniho zobrazeni

kde jsme vyuzili vliastnosti s¢itdni a nasobeni &sel v R a definici séitani vektortt v R2.
Podobné ¢tendf sam ovéif, ze B € L(R! R3).
Pro kazdé (z1) € R! plati:

(AB)(21) = A(B(z1)) = A (_> — (0) .

x1
xr1

Ukol 4.16. Necht P,Q,V jsou vektorové prostory nad télesem 7. Necht B € L(P,Q)
a A€ L(Q,V). Dokazte nasledujici implikace:

(a) Je-li Ai B monomorfni, potom AB je monomorfni.
(b) Je-li Ai B epimorfni, potom AB je epimorfni.
(c) Je-li A1 B izomorfni, potom AB je izomorfni.
(d) Je-li AB monomorfni, potom B je monomorfni.

(e) Je-li AB epimorfni, potom A je epimorfni.

Definice 4.17. Necht P, @ jsou vektorové prostory nad télesem 7" a A € L(P, Q). Necht
M C P a N C Q. Pak (stejné jako v matematické analyze — viz obrazek 8):

e Obrazem M pti zobrazeni A nazveme mnozinu A(M) = {AZ | ¥ € M}.
« Vzorem N pii zobrazen{ A nazveme mnozinu A~'(N) = {Z € P | A7 € N}.
Misto A~*({#}) budeme psat A~ (Z).

Priklad 4.18. Necht zobrazeni A, B jsou definovana stejné jako v prikladu 4.15.

o Jelli M ={(1),(2),(3)}, potom B(M) = { (1) : (2) : (3) }
o Jelli Ny = { (—;) , (—1)} a Ny = { (—;) }, pak B~Y(Ny) = {(1)} a B71(N,y) = 0.

e Jeli N = {(‘D} potom A~1(N) = { (_Z) o€ R}.

1
Poznamka 4.19. Nepletme si vzor mnoziny A~'(N) (jde o mnozinu) s inverznim zobraze-

nim A~! (jde o zobrazeni). I pro zobrazeni, ktera nejsou prostd, ma smysl hovofit o vzorech

mnozin. Viz piedchozi piiklad, kde A1 ((?)) existuje, ale A neni prosté, protoze na-

0 1
priklad A (0) =A (1) Pfitom ovSem A~} (?) nema bez prostoty A smysl, protoze jde
1 1
o obraz vektoru G) pii neexistujicim zobrazeni A=1.
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4 LINEARNI ZOBRAZENI

o
O

_U
'®)

Obrézek 8: Obraz a vzor mnoziny.

Véta 4.20 (Obraz a vzor podprostoru). Necht P, () jsou vektorové prostory nad télesem T
aAe L(P,Q). Necht M CC P aN CC Q. Potom plati:

1. AM

) CC Q.

Slovy: ,Linearni obraz podprostoru je podprostor. “

2. A7YN) cc P.

Slovy: ,Linearni vzor podprostoru je podprostor. “

Specidlné A(P) cC Q a A~*(0g) CC P.

Diikaz. Ovérime axiomy podprostoru. Ctenar si jisté vSimne, kde v dikazu vyuzivame, ze

M, respektive N je podprostor.

1. e

A(M) C @, coz plyne piimo z definice.
A(M) # 0, protoze napriklad 6Q = A(ﬁp) a Op € M, proto GQ € A(M).

Mnozina A(M) je uzaviend na nasobeni vektoru ¢islem a scitani: Pro kazdé
U1,02 € A(M) a pro kazdé o € T existuji 1,72 € M tak, ze ), = Ay

a o = AT, a plati:

affy + o = QAT| + ATy = A(ady + T5) € A(M).

~“I(N) C P, coz plyne pifmo z definice.

A
AY(N) # 0, protoze napifklad 0g = A(0Op) a O € N, proto 0p € A~L(N).
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4.2 Hodnost, jadro, defekt

e Mnozina A7'(N) je uzaviend na nasoben{ vektoru ¢islem a s¢itani: Pro kazdé
71,7y € A7Y(N) a a € T plati, 7e A% € N, AT, € N, a déle z linearity A
dostaneme:

AlaZy + 75) = 0 AZy + A%y € N.

Proto afy + &, € A7}(N). O

4.2 Hodnost, jadro, defekt

Definice 4.21. Necht P, @ jsou vektorové prostory nad télesem T'a A € L(P, Q).
(a) Hodnosti A nazveme dim A(P) a znacime ji h(A). 3!

(b) Jadrem A nazveme A~'(0g) = {Z € P | A% = 0y} a znacime ho ker A. 32

(c) Defektem A nazveme dimker A a znacime ho d(A).

Poznamka 4.22. Ma smysl uvazovat dimenzi oboru hodnot A(P) a jadra ker A, protoze

z vety 4.20 o obrazech a vzorech podprostoru plyne, ze jde o podprostory.

Priklad 4.23. Pro zobrazeni A, B z prikladu 4.15 urcete hodnost, jadro a defekt.
Reseni:

e fexl)-0)- (o)1)

Proto d(A) = 1. Déle A(R?®) CcC R?, proto h(A) < 2.
0

1
Zéroven A (0) = (é) € A(R¥ a A (0

0 1
sumdrum je h(A) = 2 a z véty 3.6 o vlastnostech podprostorti plyne, ze A(R?) = R2.

(—Zi) = (8) } = {(0)}. Proto d(B) = 0.

. Tudfz h(B) = 1.

) = ((1]) € A(R3), proto h(A) > 2. Suma

o ker B = {(ml) eR!
Déle B(R!) = [(1)

31Zejména v anglické literatuie se objevuje pro hodnost zobrazeni A symbol 7(A) od slova rank, coz je

A

anglicky hodnost. Misto A(P) se téz setkdme se symboly Im A, Im A nebo Im A — z anglického image
— a misto oboru hodnot A se pak rika obraz A. V anglické literatufe je ¢asté i znaceni Ran(A) a R(A)

podle slova range(space), coz je anglicky obor hodnot.
32Symbol ker je z anglického kernel, coZ znamen4 jadro. Setkdme se i se zna¢enim Ker A, Ker A nebo

Ker A. V anglické literature se kupodivu vice pouzivd N (A) podle slova nullspace.
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4 LINEARNI ZOBRAZENI

Definujme dva vyznamné operatory na prostoru polynomt, které nam budou casto slouzit

jako ptiklady rozdilného chovani zobrazeni na prostorech konecné a nekonecné dimenze.
Definice 4.24. % Necht p € P, p(t) = ap + a1t + -+ + «a,t"™ pro kazdé t € C. Pak
definujeme operatory D, S: P — P pro kazdé t € C vztahy:

(Dp)(8) = 3 o™,

D nazyvame operatorem derivovani a S operatorem integrovani.

Nézvy operatort prameni z jejich podobnosti s derivaci, respektive primitivni funkci, jak

je zname z matematické analyzy.

Ukol 4.25. * Dokazte nésledujici vlastnosti operatort derivovani a integrovani:
(a) D,S € L(P).

(b) D neni monomorfni a je epimorfni, S' je monomorfni a neni epimorfni.

(c) ker D = [eq] a ker S = {O}.

(d) D(P)="P a S(P) = {polynomy s nulovym konstantnim ¢lenem}.

(e) D i S lze z0zit na prostor konecné dimenze P,. Potom D € L(P,,, Ppn), kde m > n —1,
a S € L(Pn,Pmn), kde m > n + 1. Tudiz uz nejde nutné o operdtory. Prozkoumejte

i pro takova zuzeni jejich jadro a obor hodnot v zévislosti na volbé m.

Véta 4.26 (Obraz linedrniho obalu). Necht P, Q) jsou vektorové prostory nad télesem T
a A€ L(P Q). Necht &1,%s,...,Z, jsou vektory z P. Pak plati:

A([fl,fg, ce ,fn])\) = [Afl, Afg, e ,Afn])\.
Diikaz. y € A([Z1,Za,...,%,])) & existuji oy, q,...,a, € T tak, ze ¥ = A1, a;@;)
& existujl ag, ag,...,a, € T tak, ze § = Y0, AT, < § € [A¥, A, ..., ATy,
pricemz ve druhé ekvivalenci jsme vyuzili linearitu A. O]

Priklad 4.27. Véta 4.26 o obrazu linearniho obalu umoznuje vypocitat jednoduse hodnost
zobrazeni. Méjme A jako v prikladé 4.15. Spoctéte h(A).

Reseni:
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4.2 Hodnost, jadro, defekt

Disledek 4.28 (Dimenze obrazu podprostoru). Necht P, Q jsou vektorové prostory nad
telesem T'a A € L(P, Q). Necht P, CC P. Potom plati, ze dim A(P;) < dim P;. Specidlné
h(A) < dim P.

Diikaz.
o Jeli P, = {0}, pak A(P) = {0} a nerovnost plati.
o Je-li dim P, = +o00, potom je také nerovnost ziejma.
o Je-li dim P, € N, pak existuje baze P, a nerovnost je disledkem véty 4.26. [

Véta 4.29 (Prostota a jadro linedrniho zobrazeni). Necht P,(Q jsou vektorové prostory
nad télesem T a A € L(P, Q). Potom A je prosté, pravé kdyz ker A = {0p}.

Diikaz. Zobrazeni A je prosté, pravé kdyz pro kazdé ¥,y € P plati:
(AT = Ay) = (T = 7).
Diky linearité A lze vyrok prepsat do tvaru:
(AT —§) = 0g) = (T~ 7= 0p).
Ten je poté evidentné ekvivalentni s tvrzenim, ze pro kazdé Z € P plati:
(A7 =0g) = (£=0p).
Podle definice jadra je toto ekvivalentni s ker A = {0p}. O

Priklad 4.30. Ukazeme, ze tvrzeni obdobné vété 4.29 pro zobrazeni, které neni linearni,

neplati. Necht ¢: R? — R je funkciondl definovany nasledovné: Pro kazdé (m) € R?

€2

definujeme ¢ (xl) = 12 + x3. Pak ¢ nenf prosty — napiiklad ¢ (é) = (?) Zaroven ale
T2

() e

je jasné, ze ¢ neni linedrni. Predpoklad linearity zobrazeni A v predchozi vété je nezbytny!

@ (‘rl) =0, = { <2) } Podle véty 4.29 o prostoté a jadru linearniho zobrazeni

2

Véta 4.31 (Prostota a dimenze obrazu podprostoru). Necht P, Q jsou vektorové prostory
nad télesem T'. Necht A € L(P,Q) a A je monomorfni.

1. Jsou-li ¥y, %5, ..., %, LN vektory v P, potom jsou Axy, AZs, ..., AZ, LN v Q).

2. Je-li P, CC P, pak dim A(P;) = dim P;. Specidlné h(A) = dim P.
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4 LINEARNI ZOBRAZENI

Dikaz.

1. Necht X", a; AZ; = Og. Potom A (X%, a;7;) = Og, tj. X0, ;@ € ker A. Jelikoz
A je prosté, plati podle véty 4.29, ze >0 | o, %; = Op. Z LN vektort @y, Za, . .., Tn

plyne, ze oy = ag = -+ = «,, = 0.

2. Nerovnost dim A(Py) < dim Py vyplyva z dusledku 4.28. Pro dikaz opa¢né nerovnosti

rozlisime nékolik pripadi:
o Je-li P, = {0p}, pak nerovnost dim A(P;) > dim P; plati trividlng.

o Je-li dim P, = n € N, pak existuje baze (71, 22, ..., Z,) prostoru P;. Podle prv-

niho uz dokdzaného bodu jsou vektory Az, Axs, ..., Ax,, LN, proto dostavame:

dim A(Py) > n = dim P;.

e Je-li dim P, = +o0, pak pro kazdé n € N existuje v. P, n LN vektort
Z1,To,...,ZTy. Podle prvniho bodu jsou pak vektory Ax,, A¥s,..., Ax, LN.
Tudiz dim A(P;) = +o0. O

Disledek 4.32 (Hodnost izomorfismu). Necht P, Q) jsou vektorové prostory nad télesem T .
Necht A € L(P,Q) je izomorfni. Potom h(A) = dim P a h(A) = dim Q.

Diikaz. Prvni rovnost plyne z véty 4.31 (vyuzivdme monomorfnosti) a druhd z faktu, ze

A(P) = @ (vyuzivime epimorfnosti). O

Véta 4.33 (Hodnost slozeného zobrazeni). Necht P,Q,V jsou vektorové prostory nad
télesem T a necht B € L(P,Q) a A € L(Q,V). Pak plati:

1. h(AB) < h(A). Je-li navic B epimortni, potom h(AB) = h(A).
2. h(AB) < h(B). Je-li navic A monomorfni, pak h(AB) = h(B).
Diikaz.

1. Ziejma je rovnost h(AB) = dim(AB)(P) = dim A(B(P)). Protoze B(P) CC @,
plati, ze A(B(P)) CcC A(Q ) Proto h(AB) < dim A(Q) = h(A). VSimnéme si, ze
je-li B jna“ @, tj. B(P) = @, pak plati rovnost.

2. Podle dusledku 4.28 o dimenzi obrazu podprostoru plati:
h(AB) = dim A(B(P)) < dim B(P) = h(B).
Je-li A prosté, pak rovnost plyne z véty 4.31. n

72



4.2 Hodnost, jadro, defekt

Véta 4.34 (Zadéani linedrniho zobrazeni). Necht P,(Q jsou vektorové prostory nad téle-
sem T. Necht X = (¥1,%s,...,%,) je bdze P a i1, ¥s, ..., Y, jsou libovolné vektory z Q.
Potom existuje pravé jedno A € L(P, Q) spliujici pro kazdé i € n vztah AZ; = 1;.

Slovy: ,Linearni zobrazeni je jednoznacné urceno, jsou-li zadany obrazy bazickych vektori.

Dikaz.

 Existence: Pro kazdé ¥ € P ozname (Z)y = | . | a definujme AT = 31" | %

Poté A je zobrazeni P do @) a evidentné spliuje AZ; = y; pro kazdé i € n. Zbyva

ukazat, ze A je linearni.

a1 B1
o1 oL o . 5 [e%) o B2
Pro kazdé 7,y € P a kazdé a € T ozna¢me (¥)x = | . | a () = | . |, pak
Qn 6n
a1+
. . U ) . oS aaz+fs
z linearity soufadnicového izomorfismu vime, ze (aZ + 4)r = i . Odtud
aan+6n

dostaneme:

AlaZ +7) =D (o + )i = o) oulis + Y Biy = 0 AT + Ay

i=1 =1 i=1

 Jednoznac¢nost: Necht B € L(P, Q) spliuje BZ; = y; pro kazdé i € n. Potom pro

a1
«
kazdé ¥ € P, kde (¥)x = ? , plati diky linearité B rovnost:

An

Br =B (i aifi> = Zn:aiB:EZ- = zn:aigji = AZ.

i=1 i=1 i=1
Proto B = A. O

Ukol 4.35. Ovéite pro linedrni zobrazeni A z véty 4.34 nésledujici vlastnosti:

(a) Jsou-li vektory ¥1, s, ..., ¥, LN, pak A je monomorfni.

(b) Je-li [#h, %2, -, Un]r = Q, pak A je epimorfni.

(c) Je-li (th,¥2,...,Un) baze @, pak A je izomorfni.

73



4 LINEARNI ZOBRAZENI

Véta 4.36 (ReSeni rovnice A7 = I;) Necht P, () jsou vektorové prostory nad télesem T'.
Necht A € L(P,Q) a b € A(P). Pak mnozina viech feSeni AZ = b, tedy A~(b), m4 tvar:

ATYb) =@+ ker A,

kde a@ € P spliuje Ad = b (takové @ nazyvame partikuldrnim resenim).

Dikaz.

FeA D) & AT=b & Ai=Ad & A(f-d) =0 < i—dckerA & € d+ker A.
O

Poznamka 4.37. Vimnéme si, ze piedpoklad b € A(P) existenci partikularniho feSeni @

vynucuje. Kdyby nebyl splnén, bylo by pochopitelné A‘l(l;) = 0.

Priklad 4.38. Necht A je zobrazeni definované v prikladu 4.15. Uz jsme v prikladu 4.23

)L OG-0 0],

PO . IR . " 0\ 1.4 s
Tudiz vidime, Ze mnozinu feseni rovnice A¥ = <1) ziskdme opravdu s¢itdnim partikularniho

ker A =

A

reseni se vSemi moznymi vektory z jadra.

4.3 Druha véta o dimenzi

Véta 4.39 (2. véta o dimenzi). Necht P, Q) jsou vektorové prostory nad télesem T, necht
A€ L(P,Q) adim P < 4+00. Potom

h(A) + d(A) = dim P.
Diikaz. 7 dtsledku 4.28 plyne, ze h(A) < dim P < +o0.
o Je-li h(A) =0, pak ker A = P a tvrzeni véty evidentné plati.

o Je-li h(A) =k € N, potom existuje (%1, ¥z, - - ., yx) bdze A(P). Z definice A(P) vime,
7e existuji vektory &y, Za, ..., Ty, pro které i = AZ;. Oznaéme P = [y, Ts, . .., Tplr,
pak dim P < k. Zaroveti podle disledku 4.28 plati:

k = dim A(P) = dim A(P) < dim P.
Tudiz dim P = k. Ukazme, Ze ker A je doplnék P do P, tj.
P=PakerA. (2)
Poté bude jasné, ze dim P = k + d(A) = h(A) + d(A). Tedy zbyvéa ukazat dvé véci:
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4.4 Izomorfismus

(a) P+ kerA = P, tj. pro kazdé # € P existuje f € P a § € ker A tak, ze
T = p+q Jelikoz A7 € A(P) a (41, Yo, ..., Yx) je baze A(P), existuji ¢isla
a1, Q,...,ap €T takova, 7e AT = Y8 o1y = 28 | oy AZ;. Polozime p =

S¥ i a =T — p. Potom p € P. Zbyvéa ovéiit, ze ¢ € ker A.
k k .
A=Az - A (Z%’@) = AT - > AL, = AT — AZ = 0,
i=1 i=1
proto skutecné ¢ € ker A.

(b) Direktnost souctu, tj. P Nker A = {0p}. Je-li Z € P, pak existuji &sla

a1, 0n,...,0p €T takova, ze ¥ = Y8 | ;7. Je-li & zaroven z ker A, potom
U = AT = A(XF, ai®) = Y, oy AT = 8 @i Z LN vektorti 41, s, - - - , U
plyne, ze a; = 0 pro kazdé i € k. Tedy vektor ¥ z priniku je nulovy. O]

Priklad 4.40. Nebudeme uvadét novy priklad, ale nabadame c¢tendare, aby se vratil
k prikladu 4.23, kde jsme vysetrili jadro a hodnost zobrazeni A a B, a zkontroloval, ze

rovnost z 2. véty o dimenzi pro né plati.

4.4 Izomorfismus

Definice 4.41. Necht P, Q jsou vektorové prostory nad télesem 7. Rekneme, ze P a Q

jsou izomorfnimi prostory (piSeme P = (Q), pokud existuje izomorfismus A € L(P, Q).

Priklad 4.42. Necht je dan vektorovy prostor V,, nad télesem T, pricemz n € N. Pak

V, 2 T™, protoze souradnicovy izomorfismus v libovolné bazi zobrazuje V,, na T".
Nékdy je mozné rozhodnout podle dimenze, zda jsou prostory izomorfni.

Véta 4.43 (Izomorfismus prostoru a dimenze). Necht P, () jsou vektorové prostory nad
télesem T a necht alespori jeden z nich ma konecnou dimenzi. Pak P = () pravé tehdy,
kdyz dim P = dim Q).

Dikaz.

e (=): Necht P = @, potom existuje izomorfismus A € L(P,Q). Z dusledku 4.32
plyne, ze dim P = h(A) = dim Q.

e («): Pokud dim P = dim @ = 0, pak je ziejmé, ze P = Q). Necht dim P = dim @ =
n € N. Poté existuji (1,7, ..., %,) baze P a (i1,%s,...,Y,) baze Q. Z véty 4.34
o zadani linedrniho zobrazeni vime, Ze pak existuje pravé jedno A € L(P, Q) splnujic
AZ; = y; pro kazdé i € n. Ukazme, Ze toto zobrazeni je izomorfni, tj. zbyva dokazat,

ze je prosté a ,na“ Q. (To bylo i pfedmétem tikolu 4.35.)
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4 LINEARNI ZOBRAZENI

(a) A je prosté: Pro libovolny vektor Z € ker A, kde 7 = Y0 | a;@;, plati, ze
AT = AT, o) = X o = Og. Z LN vektori 41, s, - - - , i plyne, 7e
a; = 0 pro kazdé i € n, tudiz ker A = {Op} a prostota A plyne z véty 4.29.

(b) Aje ,na“ Q:

A(P) - A([fl,fg,...,fn])\) — [Afl,AfQ,...,Afn])\ - [gl;gQ,-'-;gn]A - Q
]

Disledek 4.44. Necht P, () jsou vektorové prostory nad télesem T'. Pokud P = (), pak
dim P = dim Q.

Véta 4.45 (Jednodussi ovéreni izomorfnosti zobrazeni). Necht P, () jsou vektorové prostory
nad télesem T, dim P = dim ) < 400, a necht A € L(P, Q). Potom A je izomorfni, pravé

kdyz A je monomortni nebo A je epimorfni.
Diikaz. Implikace (=) je zfejmé. Ovérujeme tedy pouze (<):

o Je-li A monomorfni, pak d(A) = 0 a z 2. véty o dimenzi plyne, ze h(A) = dim P.
Protoze dim P = dim (), mame h(A) = dim A(P) = dim @ a zaroven A(P) CC Q.
Podle véty 3.6 o vlastnostech podprostort plati, ze A(P) = @, coZ znamend, ze A je

«
,»a

o Je-li A epimorfni, pak A(P) = @, tudiz h(A) = dim Q. Protoze dim ) = dim P,
dostavame z 2. véty o dimenzi, ze d(A) = 0, tedy ker A = {0p} a A je prosté. [

Poznamka 4.46. Specidlné pro linearni operatory A € L(P) na prostorech kone¢né
dimenze predchozi véta tika, ze jsou-li prosté, potom uz jsou automaticky ,na“ P, a jsou-li

y,ha P pak jsou automaticky prosté.

Véta 4.47 (Izomorfismus doplikt). % Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht
P.Q,RcCcV nadT. Pokud P& () = P& R, potom () = R.

Dikaz. Definujme A: @@ — R pro kazdé ¢ € @ jako A¢ = 7, pokud ¢ = p'+ 7, kde
p € P ar e R. Diky direktnosti souctu je A opravdu zobrazeni. Zbyva ovérit, ze A je

izomorfismus.

o A je linearni:
JeliaeT,q1,¢» € Q, kde ¢4 = p1 + 71, pricemz p; € P, 71 € R, a o = P + T,
piicemz py € P, 75 € R, pak o) + ¢ = (api + Pa) + (ary +73). Proto A(aq, + ¢) =
ary + 1 = aAq + Ags.

o A je prosté:
Uvazujme ¢ € ker A. Poté A7 = 0, coz podle definice A znamené, 7e ¢ € P. Tudiz
ge PnQ={0}.
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4.5 Doplnék na prostoru nekoneéné dimenze %

e Aje ,na“ R:
Je-li 7 € R, pak existuje pravé jedno p € P a pravé jedno ¢ € @ tak, ze 7= p+ ¢
Polozme ¢ = —p'+ 7. Nasli jsme tim ¢ € Q tak, ze A= T ]

4.5 Doplnék na prostoru nekonecné dimenze %

Nyni jiz mame v ruce aparat, ktery nam umozni ¢asteéné vysettit i doplinky podprostort
v prostorech nekonecéné dimenze. Zatimco véta 3.23 tika, ze doplnék ke kazdému pod-
prostoru vektorového prostoru konecné dimenze existuje, odpovéd na otazku, zda ma
kazdy podprostor vektorového prostoru nekonecné dimenze doplnék, odlozime az do pred-
métu Funkcionalni analyza. Zde si pouze ukazeme, ze i podprostory prostori nekonecné
dimenze maji dobte definovanou kodimenzi, a vyslovime dilezitou vétu o vztahu hodnosti
a kodimenze jadra.

Rozsitme tedy definici doplnku i pro podprostory vektorovych prostorti nekonecné

dimenze.

Definice 4.48. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T"a P CC V. Necht Q CC V
spliuje P & QQ = V. Potom @ nazveme doplnkem P do V' a jeho dimenzi dim () znac¢ime

codim P a nazyvame kodimenzi P.
Poznamka 4.49. Korektnost definice kodimenze plyne z véty 4.47 a disledku 4.44.

Priklad 4.50. Uvedme ptiklad podprostoru nekonecné dimenze s doplikem konecné
dimenze. Nechf P, CC P a P, je tvofeno polynomy s nulovym konstantnim ¢lenem. Pak
Q1 = [e1]x je doplnék P; do P.

Priklad 4.51. Uvedme priklad podprostoru nekonecné dimenze s doplinkem nekonecné
dimenze. Necht P, CC P a P, je tvoreno polynomy s nulovymi koeficienty u lichych
mocnin proménné. Potom ()5 tvorené polynomy s nulovymi koeficienty u sudych mocnin

je doplnék P, do P.

Véta 4.52 (Hodnost a kodimenze jadra). Necht P, () jsou vektorové prostory nad télesem T
Necht A € L(P,Q) a h(A) < +o0. Potom plati:

h(A) = codim ker A.
Duiikaz.
o Je-li h(A) = 0, pak A = O. Ziejmé tedy plati, ze P = ker A®{0p} a codim ker A = 0.

o Jeli h(A) € N, potom podprostor P o dimenzi rovné h(A) z dikazu 2. véty o di-
menzi je doplikem ker A do P. (Dikaz tohoto faktu totiz na kone¢nosti dimenze P
nezavisel.) Jelikoz jiz vime, Ze kodimenze je dobfe definované na prostorech libovolné

dimenze, dostdvame, ze codim ker A = h(A). O
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4 LINEARNI ZOBRAZENI

4.6 Projektor %

Definice 4.53. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a P,()Q CC V. Necht dale
P& @ = V. Definujme Ap: V — P jako ApZ = p, kde ¥ = p'+ ¢, pricemz p € P
a ¢ € Q). Zobrazeni Ap nazyvame projektorem na podprostor P podle podprostoru Q.
(Viz obrazek 9.)

Véta 4.54 (Projektor). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a P,() CC V. Necht
dale P @& (Q = V. Pak projektor Ap z definice 4.53 splnuje:

1. Ap € L(V, P).

2. Apr =& € P.

3. ApZ=0<7€Q.

4. Ap je ,na“ P aker A= Q.

Diikaz. Fakt, ze Ap je zobrazeni, plyne z direktnosti souc¢tu. Ovéime linearitu Ap. Necht
ZyeVaaeT Pokud ¥=p)+q,kdep € Paq € Q,ay=0py+ ¢z, kde pyp € P
a @ € Q, potom o + ¢y = (apy + p2) + (aq + ¢@). Dostavame ApZ = py, Apy = po
a Ap(aZ+ ) = ap) + po = aApZ + Apy. Zbylé vlastnosti plynou bezprostiedné z definice
projektoru. O]

i
APV

A

Obrézek 9: Projektor na P podle Q).

Poznamka 4.55. Symbol Ap neurcuje projektor jednoznac¢né. Doplika podprostoru P

muze existovat vice a projektor Ap zavisi i na volbé doplnku.

Ukol 4.56. * DokaZte znamou vlastnost projektorti: Necht V je vektorovy prostor nad
télesem T'. Necht A € L(V). Potom A je projektor na A(V') podle ker A pravé tehdy, kdyz

A% = A. (Pficemz A? je zkraceny zapis sloZzeného zobrazeni Ao A.)
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4.7 Dudlni baze %

Priklad 4.57. Uvedme priklad projektoru na prostoru nekoneéné dimenze. Ilustrujme
pro néj platnost rovnosti A2 = A. Necht P, CC P a P, obsahuje polynomy s nulovym
konstantnim ¢lenem. Poté uz z prikladu 4.50 vime, Ze Q1 = [e1]) je doplnék P; do P.
Projektor na P, podle @ spliuje pro kazdé p € P, kde p(t) = o + agt + - - - + at”, Ze
(App)(t) = ant + - - - + aut™ pro kazdé ¢t € C. Je tedy ziejmé, ze A}, = Ap,.

4.7 Dualni baze %

V této kapitole zavzpominame na asistenta Pytlicka, ktery mél nasledujici vétu o dualni
bézi oznacenou ve skriptech i na pfednasce jako Vétu 20. Byla podle néj zlomovym

prechodem k abstraktnimu mysleni.

Véta 4.58 (Véta 20). Necht X = (#,%s,...,Z,) je baze vektorového prostoru V nad
télesem T. Potom X# = (2 2}, ... a#) je bdze V# a pro kazdé o € V# plati:

©(Z1)
o(Z2)
(P)aw =
(Zn)
Diikaz. Nejprve ovéfime, Ze X# je baze V¥,
« Funkcionaly (vektory duélniho prostoru) =¥, 27 ... z# jsou LN:

Necht pro aq, ag, ..., a, € T plati, ze 377, ajx;’% = O, poté pro kazdé y € V mame

podle definice s¢itani zobrazeni a nasobeni zobrazeni ¢islem:
~ ~
O aal)(g) = > i (§) =
i=1 =1

Dosadime-li za vektor y postupné vsechny bazické vektory &;, dostaneme podle

véty 2.58 pro kazdé ¢ € n:

Za] 7)) =a; = 0.

o Funkciondly :L’?:, x#, ..., x¥ generuji V#:

#

Necht ¢ € V# a necht 7 € V. Oznaéme o; = 27 (7). Potom diky linearité ¢ méme:

e(¥) = o (X u®;) = Y, (T
)x

)
= Yhp(@)a = i@t @) = (S e@)al) @),

kde posledni rovnost vychazi z definice s¢itani zobrazeni a nasobeni zobrazeni ¢islem.
#
Vidime tak, ze ¢ = >0 | ()]
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4 LINEARNI ZOBRAZENI

)
Tvrzeni o soutadnicich (¢)y# = ) plyne z predchoziho bodu. O

Definice 4.59. Bazi X# z pfedchozi véty nazyvame dudlni bazi k X.

Vratme se na zaveér kapitoly k motivacnimu textu. Definovali jsme v ném obycejnou linearni

diferencialni rovnici radu n:

F @)+ ppa (@) fO70 (@) + -+ pu(@) () + pol) f(2) = q(2), (3)

pricemz pg, p1, ..., Pn_1,q jsou spojité funkce na otevieném intervalu I C R. Resit tako-
vou rovnici znamend nalézt vSechny redlné funkce f splnujici rovnost (3) pro kazdé z

z intervalu I. Definujme pro kazdé x € I:

(Af)(@) = [ (@) + pur (@) OV (@) + -+ pa(@) f(2) + pole) f ().

Pak lze ukézat, Ze A je linedrni zobrazeni C™ (I) — C(I), kde C™(I) je vektorovy prostor
funkei se spojitymi derivacemi az do rddu n na intervalu I a C(I) je vektorovy prostor
funkei spojitych na I. Strukturu feseni rovnice (3) proto popisuje véta 4.36. Vzdy bude
tvaru a + [fi1, fo, . .., fala, PFiCemz a je funkce, kterd fesi rovnici (3), zatimco fi, fo, ..., fn
jsou LN feseni rovnice (3) po vynulovani pravé strany (tj. misto ¢(z) si predstavujeme 0).

[lustrujme na obycejné linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty konkrétni

tvar mnoziny feSeni. Necht je dana rovnice:

fm(l‘) _ 4f”($) + 5f/(1') — 2f($) = —8e”.

Potom mnozina feseni (ovéfte dosazenim, ze jde o feSeni) je tvaru:

a+ [f1, fo; f3]x,

kde a(r) = 42%e®, fi(x) = e%, fo(x) = ze®, f3(x) = €*® pro kazdé z € R.

Zakonceme partii o linedrnich zobrazenich opét slovy asistenta Pytlicka (tentokrat budou
povzbudivd): ,Kapitolou linedrnich zobrazeni abstrakce predmétu LA vyvrcholila a ted uz

pijdeme jenom doli.
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5 Frobeniova véta

V této kapitole prozkoumame vztah mezi linedrnimi zobrazenimi a maticemi. Zjistime,
ze na prostorech koneéné dimenze lze tvrdit: ,Linearni zobrazeni a matice jedno jest.*
Nejprve zavedeme novou operaci s maticemi, a sice nasobeni. Umozni nam zapsat soustavu
LAR jednodussim zpusobem: maticovym zapisem. Poté definujeme také pro matice pojem

hodnost, s jehoz pomoci zformulujeme Frobeniovu vétu. Tim zavrsime problematiku Teseni

vvvvvv

pojmenovali jsme patou kapitolu pravé po ni. Ferdinand Georg Frobenius vyslovil vétu az
na pocatku 20. stoleti. Kiivolaké cesté k feseni soustav LAR je vénovan dodatek skript

pro letni semestr Linearni algebra 2.

5.1 Matice a linearni zobrazeni

Jiz zname T™" vektorovy prostor matic s prvky z télesa T' o m tadcich a n sloupcich,
rikdme, ze jsou typu m X n. Vime, Ze sé¢itani matic a nasobeni matice ¢islem z T' je

definovano po prvcich. Nyni zavedeme dalsi operaci — nasobeni matic.
Definice 5.1. Necht T je téleso. Necht A € T™" a B € T™P. Pak souCinem A a B

nazveme matici typu m x p, znac¢ime ji AB nebo A - B, definovanou

k=1

20 6 2 0
Priklad 5.2. Necht A = <3 ! 0) alB= (3 4). Potom AB = < I 4) a BA = (17 15 16).
01

2 3 4 13 16
2 3 4

Véta 5.3 (Vlastnosti ndsobeni matic). Necht T' je téleso. Nasobeni matic ma nasledujici

vlastnosti:
1. Je asociativni, tj. pro A € T™" B € T™P a C € TP* plati, ze (AB)C = A(BC).

2. Je distributivni viici s¢itani, tj. pro A € T™" a B,C € T™? plati, ze A(B 4+ C) =
AB + AC.

3. Neni obecné komutativni, ani kdyz nasobime c¢tvercové matice, tj. existuji ¢tvercové
matice A a B s prvky z T takové, ze AB # BA.

4. Je-li A typunxn (nazyvame ji étvercovou matici Fadu n)? a je-li I jednotkova,
tj. I; .= 0;; pro kazdé i,j € ni, potom Al = TA = A. 3

33V literatufe narazime i na termin étvercovd matice stupné n.
34Casto se jednotkova matice znaéi téZ E nebo 1.
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5 FROBENIOVA VETA

Dikaz.

1. Zkontrolujme nejprve podle definice nasobeni matic rozméry matic. Matice AB je
typu m x p. Proto matice (AB)C je typu m x s. Jelikoz BC je typu n X s, je A(BC)
také typu m x s.

Nyni staci ukazat, ze pro kazdé i € m a j € § plati, ze [(AB)CJ;; = [A(BC)];;. Podle

definice nasobeni matic a praci se sumami dostaneme nasledujici rovnosti:

p p n P n
S [ABC = 3 (z mw) Coi= 3 (z Ammagkckj)
k=1

k=1 \/=1 k=1 \/=1

n p n n

= <Z AiKBZkaj> > A Z BoCrj = Y Aie[BCle; = [ABC)];;.

=1 \k=1 =1 =1

2. Zkontrolujme nejprve podle definice nasobeni matic rozméry matic. Matice B 4+ C je
typu n X p, proto A(B + C) je typu m x p. Matice AB i AC jsou typu m x p, proto
jejich soucet AB + AC je také typu m x p.

Nyni staci ovérit, ze pro kazdé i € m a j € p plati, ze [A(B + C)];; = [AB + AC]J,;.
Podle definice nésobeni a sé¢itani matic a praci se sumami dostaneme nasledujici

rovnosti:
n

[AB +C))],; Z Ay B+ Cly; ZAZkBkﬁCM)

k=1 k=1

k=1 k=1

3. Je-li A typu m x n a B typu n x p, pak AB je typu m x p. Aby BA existovala, musi
byt m = p, rozmér BA je potom n x n. Aby AB a BA mély stejny rozmeér, musi byt

tudiz m = p = n, neboli A a B museji byt ¢tvercové stejného radu.

Ani tehdy ale rozhodné nemusi rovnost platit. Napriklad pro A = (1 (1)) alB = <0 1)

10
jeAB—(l l)a]BSA—<1 0).
01 11

4. Tento bod ponechame k ovéreni ¢tenari. O

Poznamka 5.4. Pri znalosti nasobeni matic lze soustavu m linedrnich algebraickych

rovnic pro n neznamych xy,xs, ..., 2,
a1 + a12T2 4+ ... 4+ A nTy, = bl
a211 + 229 4+ ... 4+ Aonly, = b2
Am1iT1 + AmaTo2 + ... + GunZn = bm
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5.1 Matice a linearni zobrazeni

—

zapsat maticovym (vektorovym) zapisem jako A - ¥ = b, kde

a1l a2 ... Qin 1 b1

az1 a2 ... G2pn . T2 - ba
A = s Tr = s b e .

aml Am2 ... GOGmn Tn bm

Definice 5.5. Necht P,, Q),, jsou vektorové prostory nad télesem T, pricemz n,m € N.
Necht A € L(P,, Q) a necht X = (1,25, ...,7,) je bdze P, a ) je baze Q,,. Pak matici
YAY typu m x n, jejiz j-ty sloupec je definovén jako [YAY].; == (AZ;)y, nazyvdme matici

zobrazeni A v bazich X a ).
Je-li A € L(P,) a X je baze P,, pak misto *A? piseme obvykle *A.

Poznamka 5.6. Ozna¢me (¥, %, - - ., ¥m) bdzi Y, potom lze popsat prvky matice YAY

pomoci souradnicovych funkcionala v bazi Y. Pro kazdé 1 € m a j € n plati:
[YAY]; =yl (AZ)).
Poznamka 5.7. Chceme-li zapsat ¥AY rovnou jako matici, miizeme psat:
YAY = ((AZ))y (AZy)y ... (AZ,)y).

Véta 5.8 (Vlastnosti matice zobrazeni). Necht P,,Q,, jsou vektorové prostory nad
télesem T. Necht dale X = (¥1,%s,...,%,) je bdze P, a Y je bdze @Q,,. Necht « € T
aA,Be L(P,,Qn). Pak plati:

X(A—i—B)y = XAV 1 XBJ),
HaA)Y = atAY.
Diikaz.

1. Porovname j-té sloupce matic pro kazdé j € n:

[(M{A+B)”].; = ((A+ B)7)),, (definice matice zobrazeni)
= (AZ; + Bij),, (definice sou¢tu zobrazeni)
= (AZ;)y + (BZ;)y (aditivita soufadnicového izormorfismu)
= [*AY]s; + [*BY].; (definice matice zobrazeni)
[YAY + *BY],; (definice souctu matic).

2. Postupujeme analogicky jako v prvnim bodé. Porovname j-té sloupce matic pro

kazdé j € 7
[Had)]e; = (@A)T)),, = (a(AT)))), = a(AT))y = o[ "AV]y; = [@"AV],;. O
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5 FROBENIOVA VETA

Véta 5.9 (Vypocet obrazu vektoru). Necht P,, Q) jsou vektorové prostory nad télesem T
aAe€L(P,,Qn). Necht X je baze P, a ) je baze Q,,. Potom pro kazdé ¥ € P, plati:

(AZ)y = *AY(Z) x.

Diikaz. (AZ)y je vektor z T™ a *AY(Z) x je soucin matic typu mxn anx 1, jde tedy o matici
aq

s
z T™! = T™. Rozméry jsou tudiZ shodné. Oznacme (71, Zs, . .., T,) bdzi X a (Z)x =

Qn

Poté mame: (AZ)y = (A (Z;‘Zl ajfj>)y = (Z;‘:l osz:fj)y = Yiy aj(AZ;)y. Ve druhé
rovnosti jsme vyuzili linearity A a ve tieti rovnosti linearity souradnicového izomorfismu

v bazi Y. Nyni uz staci si rozmyslet podle definice nasobeni matic, ze plati:

a1

a2

a1 (AT)y +ao(As)y +- -+ an(ATy)y = (AT))y (ATa)y ... (ATn)y) | . | = AV (D).

Priklad 5.10. Je-li specidlné A € L(T™,T™), pak podle véty 5.9 plati:
AT = & A5 7,

Neboli piisobeni takového zobrazeni na vektor odpovida nasobeni vektoru odpovidajici

matici ve standardnich bézich.

o Rozmyslete si, jakymi maticemi jsou uréeny operatory na R? z pifkladu 4.4.

o Déle si rozmyslete, jak jednotlivé operdtory pisobi na rtizné ttvary v R?. Na
obrazku 10 je vyznaceno, jak vypadaji obrazy jednotkové kruznice pti zobrazeni

A € L(R?), ma-li A = €24 podobu:

20 10 11
(@) A=1, (b)A:(O 1), @)A:(O 2), (d)A:(O 1).

Ukol 5.11. Necht P,,Q,, jsou vektorové prostory nad télesem T, piiemz n,m € Np.
Uréete dim L(P,, Q.,). (Jako ndpovédu uvadime, ze by se ¢tendri mohl k feseni tkolu

hodit pojem matice v bazich.)

Poznamka 5.12. Véta 5.9 o vypoétu obrazu vektoru umoznuje preformulovat tlohu
Fesit rovnici AT = b na fesenf soustavy LAR (samoziejmé pouze na prostorech konecné
dimenze).

Necht P,, @,, jsou vektorové prostory nad télesem 7. Necht A € L(P,, Q,,) a necht X
je béze P, a Y je béze Q.. Déle necht b € A(P,) a necht je zadéna matice zobrazeni YAY .
Z véty 4.36 o feseni rovnice Ar = b vime, ze Teseni AT = b mé tvar @ + ker A, kde a je

partikularni reseni.
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5.1 Matice a linearni zobrazeni

Obrézek 10: Obrazy jednotkové kruznice pfi ptisobeni riznych linedrnich operatorti na R2.

(a) ker A: Z hodnosti h(A), kterou umime z matice *AY urcit, spoc¢itdme defekt d(A)
a poté najdeme bazi jadra nasledujicim zptsobem:

Jelikoz (AT)y = YAY(Z)x, staci najit d(A) linedrné nezavislych feseni homogenni

soustavy s matici *AY. Tim ziskdme soufadnice bazickych vektorii z jaddra v bézi X.

(b) Partikularni feSeni a:

AZ =b < (Ad)y = (b)y.

Jelikoz (A@)y = *AY(@)x, najdeme (@)x tak, Ze uréime jedno FeSeni soustavy LAR

s matici *AY a pravou stranou (b)y.

85



5 FROBENIOVA VETA

1 0 0

1 1 1
Priklad 5.13. Necht X = ((1) , (1) , (0)) je baze R3 a A € L(R?) m4 matici v bazi X
110 3
rovnu YA = |0 1 1| . Najdéte vSechna feseni rovnice AT = |2 |.
110 1
ReSeni:

(a) ker A: Z matice YA vidime, Ze

1)
Tudiz (

A7 =0 (AD)x

(6))( = (0) .

JelikoZ (AZ)y = YA(Z)x, stadf najit jedno LN FeSeni homogenni soustavy s matici
110 1 1

YA = (o 1 1) . Takovym feSenim je naptiklad (Z)y = (1) Tudiz ker A = (0)] :
1

A

10 1

(b) Partikularni feseni @: Nejprve si uvédomime platnost ekvivalence:

o))

JelikoZ (Ad@)xy = *A(a@)x, najdeme (@)x tak, Ze uréime jedno FeSeni soustavy LAR
1 0 1
s matici *A a pravou stranou 1) . ReSenim je napiiklad (@)y = (1) , tedy @ = (1)

e ()00, -

V historii se objevilo vice zptisobti definice nasobeni matic, ale diky souvislosti se skladanim

zobrazeni, kterou ukaze nasledujici véta, zvitézila definice dnesni.

Véta 5.14 (Matice sloZzeného zobrazeni). Necht P, Q,, Vs jsou vektorové prostory nad
télesem T. Necht A € L(Q.,Vs) a B € L(P,,Q.,). Necht X je baze P,, ) je baze Q,
a Z je baze V,. Potom plati:

YAB)? =YA% . *BY.
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5.1 Matice a linearni zobrazeni

Diikaz. Zkontrolujme nejprve rozméry matic. Y(AB)Z je typu s X n. YAZ je typu s x m
a *BY je typu m x n, proto jejich souéin je rovnéz typu s x n.
Ovérme rovnost j-tych sloupcti pro kazdé j € n.

X z = = Z/p= Zx

[(AB)?l.; = (AB)Z)) ; = (A(Bg))) ; = YA*(B1;)y = [YA*"B”,;.
Predposledni rovnost plyne z véty 5.9 o vypoctu obrazu vektoru pomoci matice v bazich.
Uvédomime-li si, ze (BZ;)y je j-ty sloupec matice *BY, plyne posledn{ rovnost z definice
nasobeni matic (j-ty sloupec soucinu dvou matic se totiz ziska jako soucin prvni matice

s j-tym sloupcem druhé matice). O

Poznamka 5.15. Véta 5.14 o matici slozeného zobrazeni umoznuje pomoci ,,vnaseni
identity “ mechanické prevody matice zobrazeni v néjakych bazich na matici téhoz zobrazeni
v jinych bazich.

Zavedme nejprve pojem matice prechodu, s jeho pouzitim pak predstavime metodu vnaseni

identity:.

Definice 5.16. Necht X a Y jsou baze vektorového prostoru V,, nad télesem T'. Pak

matici pfechodu od baze X k bazi ) nazveme matici *17.
Nézev matice prechodu od baze X k bazi ) plyne ze vztahu:
(f)y = X[y(f)é\f’

ktery umoznuje pro kazdé ¥ € V,, vypocitat jeho soutadnice v bazi ) pomoci matice

prechodu */Y a pomoci jeho soufadnic v bazi X.

Piiklad 5.17. Necht jsou ddny baze R3

(0= (0 0()

6 —3 0
Necht ddle B € £(R?) m4 matici v bdzi X roviu *B = (4 -2 0) . Najdéte ¥BY.
2 -1 0

ResSeni: Pro identicky operdtor I na R? jisté plati, e B = IB = BI.
BY = MIB)Y =Y. *B.

Jelikoz *B zname, zbyva uréit matici prechodu od béze X k bazi V:

2/ /)y -2/ / -1/ /5 1 30
Zaver: YBY = ( (1] 7? (1)> (i :Z 8) = (i _2 8).

Ulohu lze fesit i bez vyuziti véty 5.14. Ctendf jisté sém vymysl{ takovy postup.
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5 FROBENIOVA VETA

5.2 Hodnost matice

Zatim zname pojem hodnost linedrniho zobrazeni. Nyni si zavedeme hodnost matice
a prozkoumame jeji vlastnosti a souvislost s hodnosti linedrniho zobrazeni. 7" bude vsude

znacit Ciselné téleso, m, n, p prirozena cisla.

Definice 5.18. Necht A € 7™". Hodnost matice h(A) je definovana jako
R(A) = dim[Aer, Aga, . .., Agp ).

Slovy: ,h(A) je pocet linedrné nezavislych sloupct matice A.*

Vysetfovani hodnosti matice je tudiz podobné vysetrovani LZ a LN vektorid. Matici
upravime do horntho stupnovitého tvaru (z definice je jasné, Ze ekvivalentni radkové

tpravy hodnost matice neméni). Pak mtuzeme uré¢it hodnost matice jako pocet hlavnich

sloupcii.
1 1 -2 1 -1
2 2 -4 -1 1
Priklad 5.19. Spoctéte hodnost matice
1 1 -2 0 0
1 -1 1 1 =2
Reseni:
1 1 -2 1 -1 1 1 -2 1 -1 1 1 -2 1 -1
2 2 -4 -1 1 o 0 0 -3 3 0 -2 3 0 -1
1 1 -2 0 0 0O 0 0 -1 1 0 0 0 -1 1
1 -1 1 1 =2 0 -2 3 0 -1 0O 0 0 0 O

V hornim stuptiovitém tvaru jsou prvni, druhy a ¢tvrty sloupec hlavni, tedy h(A) = 3.

Ukol 5.20. Rozmyslete si, ze jsou-li T, T télesa a T C T a je-li A € T™" (tudiz také
A € T™™) potom pro hodnost h(A) plati, ze vyjde stejnd, at ji pocCitdme nad télesem
T, ¢ T. Vyuzijte faktu, Ze pfevod na horni stupiiovity tvar ekvivalentnimi fadkovymi

upravami neméni hodnost matice.

5.3 Vztah hodnosti matice a zobrazeni

Ukazme, jak tzce spolu hodnost matice a hodnost linearniho zobrazeni souvisi.

Véta 5.21 (Hodnost zobrazeni a hodnost matice). Necht P, a Q,, jsou vektorové prostory
nad stejnym télesem T'. Necht A € L(P,, @), X je baze P, a Y je baze Q,,. Pak

h(A) = h(*AY).
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5.4 Regularni a singularni matice

Diikaz. Staci, abychom rozepsali, co je h(A) a co je h(*AY). Oznacme X = (T, T, . .., Tp).
h(A) = dim A(P,) = dim A([F1, B, . .., Fals) = dim[AZy, ATy, . .., AZ,]y = dim V,
kde V = [AZy, Ao, ..., ATy,
h(*AY) = dim[(AT)y, (AT2)y, ..., (AT,)y]x = dim W,

pf"léemi W = [(Afl)y, (Afg)y, ceey (Afn)y])\
Je snadné nahlédnout, ze souradnicovy izomorfismus (.)y: @Q,, — 7™ zobrazuje V na

W, proto W je izomorfni s V. Z véty 4.43 vime, ze pro prostory W,V s konecnou dimenzi

plati, zZe W =2V < dimV = dim W. ]

Poznamka 5.22. Necht A € T™" a A € L(T",T™) takové, ze A7 = AZ pro kazdé
T € T™. Poté ziejmé plati, Ze A je rovna matici A ve standardnich bézich, tj. A = &nA%m,
tedy podle véty 5.21 je h(A) = h(A).

5.4 Regularni a singularni matice

Nyni zavedeme pojem regularni matice, ktery se bude opakované objevovat i v letnim
semestru. Postupné totiz vyslovime tvrzeni, ktera budou regularni matice charakterizovat
pomoci riznych vlastnosti: jednoznacnost feseni prislusné soustavy LAR, existence inverzni

matice, nenulovy determinant, nenulova vlastni ¢isla atd.

Definice 5.23. Necht A € T™". Pak A se nazyva reguldrni, pokud h(A) = n. V opaném

pripadé se A nazyva singularni.

Véta 5.24 (Izomorfismus a regularni matice). Necht P, a @, jsou vektorové prostory
nad stejnym télesem a A € L(P,,Q,). Dédle necht X je baze P, a ) baze Q,. Potom A je

izomorfismus pravé tehdy, kdyz *AY je reguldrni matice.

Diikaz. Pro A € L(P,,Q,) z véty 4.45 o jednodussim ovéfeni izomorfnosti zobrazeni vime,
ze Aje ,na“ @, (tj. h(A) = n) pravé tehdy, kdyz A je izomorfismus. Poté uz staci pouzit
vétu 5.21, kterd dava rovnost h(A) = h(*AY). O

7 véty 5.24 plyne souvislost pojmu regularni operator a regularni matice:

Diisledek 5.25 (Reguldrni operator a regularni matice). Necht P, je vektorovy prostor
nad télesem T a A € L(P,). Necht dale X je baze P,. Pak A je regularni operdtor pravé
tehdy, kdyz *A je reguldrni matice.
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5 FROBENIOVA VETA

5.5 Frobeniova véta

Jiz na zacatku semestru jsme se naucili zjistit, zda ma soustava LAR feseni, zda ma vice
reseni, a jedno feseni umime najit. Mnozi uméji najit i vSechna reseni soustavy LAR s pravou
stranou — za neznamé odpovidajici vedlejsim sloupctim po prevedeni matice soustavy do
horniho stupnovitého tvaru voli libovolné a zbylé neznamé dopocitaji. Frobeniova véta
zformuluje elegantné pomoci nového pojmu hodnost matice podminku resitelnosti soustavy
LAR s pravou stranou a prozradi po¢et LN TeSeni homogenni soustavy. 3 Dale popise tvar
mnoziny vsech feseni pravé pomoci reSeni homogenni soustavy.

Obvykle tecku - pri nasobeni matic vynechavame. Ve Frobeniové vété a jejim dikazu
nikoliv, protoze tak zduraznujeme rozdil mezi soucinem matic A - 7' a ptisobenim zobrazeni

na vektor AZ.

Véta 5.26 (Frobeniova). Necht A € T™" a b€ T™. Potom pro soustavu LAR
A-7=0 (4)

plati:

-

1. Soustava (4) ma reseni pravé tehdy, kdyz h(A) = h(A|b), tj. pravé tehdy, kdyz

hodnost matice soustavy je stejna jako hodnost rozsitrené matice soustavy.
2. Oznacme Sy mnozinu reseni homogenni soustavy s matici A, tj.
So={FeT"|A 7=0}.
Pak Sy CC T™ a dim Sy =n — h(A).

-

3. Necht h(A) = h(A|b). Potom mnozina vsech reseni soustavy (4), tj.
S={FeT"|A-Z=0}
ma tvar S = d+ Sy, kde A - d = b. Vektor @ nazyvame partikularnim resenim.

Dukaz.

1. Tvrzeni plyne z nasledujici série ekvivalenci:

—,

h(A) = h(A]p) <

35Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), némecky matematik. Jak se dozvite v dodatku skript Linedrni
algebra 2, vétu o feseni soustav LAR dokézal Frobenius v dnesnim znéni roku 1905. Ovsem jeji jednotlivé
body byly znamy, byt treba v trochu jiné podobé, jiz drive. Véta by se tedy také mohla jmenovat
Dodgsonova, Kroneckerova nebo Capelliova.
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5.5  Frobeniova véta

& dim[Aa, Aus, .. Aen]y = dim[Ae, A, ., Auy, B
(vlastnost podprostort:
je-li P CC Q a dim@ < 400, pak dim P = dim@Q < P = Q)
S [Au,Aw, Ay = [Aa, Aua, o A, Dl
(vlastnost linedrnich obali)
& be[Ada, A, ..., Ay

(definice linearniho obalu)

I
Sl

& existuje ag, ao, ..., a € T tak, 7e ajAe; + gl es + - - - + A,y
(definice maticového nasobeni)
< existuje & € T™ takové, ze A - 1 = b

< soustava (4) ma FeSend.

2. Necht A: T™ — T™ je linearni zobrazeni definované pro kazdé ¥ € T" jako Ax = A-Z.
Poté pro Sy plati:

So={TecT"|A-Z=0}={FeT"|AZ = 0} = kerA.

7 teorie linearnich zobrazeni vime, zZe jadro linearniho zobrazeni tvoii podprostor,
tj. So CC T™, a z 2. véty o dimenzi vime, ze dim Sy = d(A) =n — h(A) =n — h(A),
kde posledni rovnost plyne z poznamky 5.22.

-

3. Uvazujme zobrazeni A z predchoziho bodu. Jelikoz z predpokladu h(A) = h(Alb)
plyne, 7e A - 7 = b mé Tedeni, plat{ také, Ze AT = b m4 feeni. Z véty 4.36 o feSent
rovnice A% = b vime, zZe mnozina vSech feSeni AT = b mA tvar @+ kerA, kde b= Ad.
Proto S = @+ Sy, kde b = A - @. 0

Poznamka 5.27. Zkontrolujme, ze Frobeniova véta je v souladu s tim, co zname z prak-

tického pocitani.

(a) Vime, ze feseni existuje pravé tehdy, kdyz vektor pravé strany tvori vedlejsi sloupec
po upravé rozsitené matice soustavy do horniho stupnovitého tvaru. Jelikoz hodnost
matice odpovida poctu hlavnich sloupcti v hornim stupnovitém tvaru, je vidét, ze

-

rovnost h(A) = h(Alb) je ekvivalentni s tim, Ze prava strana tvoii vedlejsi sloupec.

(b) Umime najit tolik LN feseni homogenni soustavy, kolik je vedlejsich sloupct, a to je
rovno n — h(A), protoze n je pocet sloupcu matice a h(A) je pocet hlavnich sloupct

matice.
7 Frobeniovy véty lze odvodit ekvivalentni definice regularni matice.

Dausledek 5.28. Homogenni soustava s matici A € T™" m4 pouze trividlni feseni (tj. pouze

nulovy vektor je feSenim), pravé kdyz A je regularni matice.

Disledek 5.29. Necht b € T". Soustava AT = b s maticf A € T™" m4 pravé jedno resent,

pravé kdyz A je regularni matice.
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5 FROBENIOVA VETA

5.6 Hodnost souc¢inu matic
Pro hodnost soucinu matic plati analogicka véta jako pro hodnost slozeného zobrazeni.
Véta 5.30 (Hodnost soucinu matic). Necht A € T™", B € T™P. Potom plati:

1. h(AB) < h(A). Je-li navic n = p a B reguldrni matice, pak h(AB) = h(A).

2. h(AB) < h(B). Je-Ii navic m = n a A reguldrni matice, pak h(AB) = h(B).

Diikaz. Prokazdé ¥ € T" definujme AZ = AZ (to jest A € L(T™, T™)), potom h(A) = h(A)
podle poznamky 5.22. Pro kazdé Z € TP definujme BZ¥ = BZ, (tedy B € L(T?,T")), pak
h(B) = h(B). Potom ABZ = (AB)Z, a tudiz h(AB) = h(AB).

7 véty 4.33 o hodnosti slozeného zobrazeni vime:
1. h(AB) < h(A). Je-li navic B epimorfni, potom h(AB) = h(A).
2. h(AB) < h(B). Je-li navic A monomorfni, pak h(AB) = h(B).

Pokud n = p a B je regularni matice, potom B je regularni operator podle dusledku 5.25.
Tim spise je B epimorfni a rovnost h(AB) = h(A) plati. Je-li m = n a A je regularni
matice, pak A je reguldrni operétor, tim spiSe monomorfni. Proto h(AB) = h(B). Pfimo
z definic zobrazeni A, B, AB ziskdame tvrzeni véty. Vlastné v predchozich vztazich vsude

jenom nahradime zobrazeni A, B maticemi A, B. O

Poznamka 5.31. Obé nerovnosti ve veété 5.30 mohou byt ostré. Necht A = <8 (1)),

B— (; 8) poté AB — (2 2) Tedy 0 = h(AB) < min{h(A), h(B)} = 1.

5.7 Hodnost transponované matice %

Velmi zajimavym netrividlnim vysledkem je, ze v kazdé matici je pocet LN sloupci stejny
jako pocet LN 1adki. K precizni formulaci tohoto tvrzeni je tfeba nejprve zavést pojem
transponovand matice a k dikazu budeme potiebovat také pojmy komplexné sdruzena

a hermitovsky sdruZend matice. 36 A déle vyuzijeme dvé pomocnd lemmata.
Definice 5.32. Necht A je matice typu m x n s komplexnimi prvky, pak

(a) matice transponovand k matici A je typu n x m, znadi se AT a spliluje pro kazdé
1EN, JEM

[AT];; = Ay,

(b) matice komplexn& sdruZena k matici A je typu m x n, zna&i se A a spliiuje pro

kazdé i €em, j€n

36Charles Hermite [vyslovnost ,Sarl ermit“] (1822-1901), francouzsky matematik
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5.7 Hodnost transponované matice %

(c) matice hermitovsky sdruZena k matici A je typu n x m, znaci se A a splituje pro

kazdéien, jem

(AT = Ay,
tj. AT = AT 37

Poznamka 5.33. Rozmysleme si, ze pojmy z definice 5.32 lze zavést i pro matice s prvky
z jiného télesa T. Ovsem u komplexniho a hermitovského sdruzovani je pottreba hlidat,

aby slo o téleso, které je na komplexni sdruzovani uzavirené, tj. splnuje:
ael = ael.

Jinak by vysledna matice neméla nutné prvky ze stejného télesa T'.

2 1
2 10 _
Priklad 5.34. Necht A = (1 ) 1), potom AT = |1 —1|, A=A AP = AT
- 0 1

9 1
2% 1+i 0 (=2 1-i0

Necht B= (= P} pakB= (" "N} B |1 i
1 -1 1 1 i1 01

Véta 5.35 (Vlastnosti AT, A, Af). Necht A € C™" B € C"P, potom plati:
1AT=A"T, (AT = A, A=A, (AT = A,
2. (AB)T =BTAT, AB=AB, (AB)? =B7AY,

Diikaz. Vlastnosti plynou z definic a maticového nésobeni. Ctendr je ovéri bez obtizi

sam. O
Lemma 5.36. Necht A € C™". Pak h(A"A) = h(A).
Diikaz. Oznac¢me
Sy ={7eC"|A¥AZ=0}a S, = {7 e C"|AZ =0}.
UkéZzeme, ze So = Sp.

« Sy C Sy: Tato inkluze plati, protoze spliuje-li Z, 7e AZ = 0, pak A”AZ = A"0 = 0.

37Cast4 notace hermitovsky sdruzené matice k A je A*. Pak se ale také setkdme se situaci, kdy je
hvézdicka vyhrazena pro komplexni sdruzovani, tj. A* znamend komplexné sdruzenou matici. Hermitovsky

sdruzend se potom znad¢i napiiklad A#. Pro matici transponovanou se pro zménu téz pouziva symbol A’.
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5 FROBENIOVA VETA

e Sy O Sp: Necht Z € Sy, tj. ATAZ = 0. Vyndsobime obé strany rovnosti zleva
opruhovanym a transponovanym vektorem Z (jde tudiZ o fadek). Potom 77 AT AT = 0.
Podle véty 5.35 mame 77 A7 = (AZ)H | 7 éehoz plyne (AZ)? A7 = 0. Jelikoz AT € C™,

21

22

mizeme jeho slozky oznacit AZ = | . |. Poté (AT)” = (21 %3...%,,). Dostdvame:
Zm
21
z2
(ADIAT = (1 3 ... %) = |z1]? + 222 + - + |zm|* = 0.
Zm
Odtud plyne, Ze z; = 29 = - = z,, = 0. Tedy AZ = 0, coZ znamena, 7e Z € S;.

7 Frobeniovy véty vime, ze dim Sy = n — h(A#A) a dim Sy = n — h(A). Jelikoz Sy = Sp,
méame h(AYA) = h(A). O

Lemma 5.37. Pro libovolnou matici A € C™" plati, Ze h(A) = h(A).

Diikaz. Ukazme, Ze h(A) < h(A). Opacnd nerovnost se ukaZe tak, ze dosadime A a vyuzi-
jeme toho, ze A = A. Je-li h(A) = 0, pak nerovnost plati trividlng. Je-li h(A) = k € N,
potom existuji vzajemné rizné indexy ji, jo, ..., Jx € N tak, Ze vektory A, Aej,, . .., Asj,

jsou LN. Dokazme sporem, ze poté A, A, ..., A.j, jsou také LN vektory, a tedy
h(A) > k.
Pokud by byly vektory A,;,, Asjy, - - -, Asj, LZ, pak by existovala ¢isla oy, o, . . ., ay € C,

pricemz alespon jedno z nich by bylo nenulové a Zle il = 0. Potom by ovSem platilo:

k
6 = Z Oél'K.ji = ZﬁA.h

i=1 i=1
To by byla ale netrividlni LK sloupctt matice A,j,, Aoj,, . . ., Asj, TOVvna nulovému vektoru,

a tedy bychom dostali spor s jejich linearni nezavislosti. O]

Nyni mame prosttedky na to, abychom dokazali vétu o hodnosti transponované matice.
Nejprve vyslovime tvrzeni pro matice s komplexnimi prvky. Posléze si rozmyslime, ze plati

pro matice s prvky z libovolného télesa.

Véta 5.38. Necht A € C™". Pak h(A) = h(AT).
Slovy: ,Kazda komplexni matice obsahuje stejny pocet LN sloupcti jako LN radki. «

Diikaz. Na jednu stranu mame h(A) = h(ATA) < h(AT) = h(AT) = h(AT), kde bylo
v prvni rovnosti vyuzito lemma 5.36, v nerovnosti véta 5.30 o hodnosti sou¢inu matic,
v dalsi rovnosti definice hermitovsky sdruzené matice a v posledni rovnosti lemma 5.37.

Jelikoz (AT)T = A, musi oviem platit i obracend nerovnost. Staci do nerovnosti misto A

dosadit AT, O
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5.7 Hodnost transponované matice %

Véta 5.39 (Hodnost transponované matice). Necht A je libovolnd matice s prvky z télesa
T. Potom h(A) = h(AT).
Slovy: ,Kazda matice obsahuje stejny pocet LN sloupcii jako LN radki.

Diikaz. Dokazali jsme vétu pro specidlni pripad T = C. Jak si ¢tendr jisté rozmyslel
v tkolu 5.20, je hodnost matice s prvky z télesa T stejna, at ji pocitame nad télesem 7', ¢i

nad C. Proto tvrzeni véty 5.39 plyne z véty 5.38. O
Ukol 5.40. **

1. Vymyslete konkrétni ¢iselné téleso T, které neni uzaviené na komplexni sdruzovani.
Pokud bychom takovym télesem nahradili C v predpokladech, lemmata 5.36 a 5.37
by neméla dobry smysl.

2. Diikaz rovnosti mezi hodnosti matice a matice k ni transponované lze provést také
pomoci upravy do horniho stupnovitého tvaru, ktera hodnost neméni. Sami takovy

dukaz navrhnéte.

Premyslivy ¢tenar se jisté pta, proc¢ jsme neprovedli dikaz véty 5.39 pomoci tpravy do
horniho stupnovitého tvaru rovnou, a misto toho provadime dikaz pomoci lemmat 5.36
a 5.37. Dali jsme mu prednost, protoze jsme v ném vyuzili svych cerstvych znalosti
Frobeniovy véty a hodnosti sou¢inu matic. Navic jde opét o vzpominku na asistenta
Pytlicka, kterému tento diikaz poslal jeho byvaly student, v té dobé jiz pracujici. Tteba
i ¢tendr téchto skript, az bude jednou sedét pred obrazovkou pocitace v kancelari, bude
jesté rad vzpominat na hodiny matematiky a vymysleni elegantnich dikazi se mu stane

konickem.

95



6 Linearni geometrie %

Motivace. Pojem linearni varieta, ktery budeme v této kapitole studovat z nejriznéjsich
uhl pohledu, neni zddnou umélou konstrukei. Prikladem linearni variety je totiz mnozina
reseni rovnice AT = b, kde A je linearni zobrazeni, nebo také mnozina feseni soustavy

LAR.

V této kapitole zobecnime poznatky ze stiedni skoly tykajici se analytické geometrie. Prvky
vektorového prostoru uz nebudeme nazyvat vyhradné vektory — castéji budeme hovorit
o bodech.

6.1 Linearni variety
K definici linearni variety potirebujeme pojem spojnice bodii.

Definice 6.1. Nechf V' je vektorovy prostor nad télesem T a &,y € V. Spojnici bodu &

a ¢/ nazveme mnozinu:
{aZ+ 87 |a+B=1, a,B€T}.

Poznamka 6.2. Uvedme ekvivalentni zapisy spojnice:
fal+pyla+p=1 apelTi={al+(1-)j|aecT}={y+a(@-y)|aecT}

7 posledniho zapisu je vidét, Ze spojnici bodii Z,7 € R? ziskdme pri¢itdnim redlnych
nasobkil vektoru Z — 4 k vektoru 3. Tedy v R? odpovid4 spojnice tomu, co si pod timto

pojmem kazdy predstavi — primce prochazejici body Z a 1/, viz obrazek 11.

8y
|

Obrazek 11: Spojnice bodt T a ¢ v R2.

Definice 6.3. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7"a W C V. Potom W nazveme

linearni varietou, pokud plati:
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6.2 Afinni obaly

. WD,

o W obsahuje s kazdymi dvéma body i jejich spojnici. 38
Piiklad 6.4. Samotny bod v R? vyhovuje definici linedrn{ variety. Stejné tak i pfimka
a celé R2. Linedrnimi varietami v R? jsou body, pifmky, roviny a celé R3. Zanedlouho

ukdzeme, Ze tento vycet je uplny, tj. Ze zadné jiné variety v R? a R?® neexistuji.

6.2 Afinni obaly

Se spojnici tzce souvisi pojem afinni obal.

Definice 6.5. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T' a 71, s, ..., T, jsou vektory
z V. Pak afinni kombinaci (AK) vektoru Z, 75, ..., %, nazveme linedrni kombinaci
Zizl Ty, kterd navic splnuje Zi:l o = 1. Mnozinu vSech afinnich kombinaci vektoru

T, Za, ..., Ty nazyvame jejich afinnim obalem a znacime [T, Ts, . .., Z|,. Plati tudiz:

k=1 k=1

¢
[517527 e ,fda = {Z T,

¢
Zakzl aozkETprokaidékEK}.

Poznamka 6.6. Primo z definice plyne, Ze afinni obal dvou vektori je roven jejich spojnici.
Souvislost afinnich obali a linearnich variet je shrnuta v nasledujicich tfech vétach.

Véta 6.7 (Afinni obal je varieta). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T' a necht
jsou dany vektory Iy,@s,..., %y z V. Potom W = [T1,s,...,%]s je linedrni varieta

a W obsahuje 1, %5, ..., %;.

Diikaz. Protoze ¥; = 0xy + --- + 1Z; + --- 4+ 02, pro kazdé i € Z, je @; afinni kombi-
naci vektoru &y, Zs, ..., T, tedy ¥; € W. Proto W # (). Necht Z,5 € W, pak existuji
éisla ay, ..., ap B1,..., B € T takova, 7e ¥ = Y0 oufs a §f = S0 Bidfi a b a5 = 1
a Y‘_, Bi = 1. Pro libovolné o € T je tfeba ukazat, ze aF + (1 — o)y € W.

4

¢ ¢
af + (1 —a)y= Z +(1—a)) Bif; => (ao; + (1 — a)B) T,
i=1 =1

i=1
kde posledni vyraz je afinni kombinace vektori &1, Zs, . .., Ty, protoze
¢ ¢ ‘
Mo+ (1-a)f)=ad o+(1—a)d fi=a+(1—a)=1.

i=1 i=1 i=1

Tim je dokdzano, ze aZ + (1 — a)y € W pro libovolné a € T'. Proto spojnice Z a ¢ patii

do W, coz znamena, ze W je linedrni varieta. O

38 Jiny pouzivany nézev pro linedrni varietu je afinni podprostor.
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6 LINEARNI GEOMETRIE %

Véta 6.8 (Varieta obsahuje afinni kombinace). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T

a W je linearni varieta ve V. Necht X1, T, ..., T, jsou vektory z W. Potom plati:

(£, T, ..., Fla C W.

Slovy: , Linearni varieta obsahuje s libovolnymi svymi body i vSechny jejich afinni kombi-

nace. “

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme indukei podle poc¢tu vektort £. Pro ¢ = 1 trividlné plati. Necht
pro néjaké ¢ > 1 plati, ze W s kazdymi ¢ vektory obsahuje i jejich libovolnou afinni
kombinaci. Uvazujme nyni &, Zs,...,Zp1 € W a jejich libovolnou afinni kombinaci,
tj. 2”11 o; T, kde ZH% a; = 1. Urcité existuje index ig € E—i—/\l takovy, ze «o;, # 1. Pak

muzeme psat:
041

¢
- - QL

Z QT = Ty + (1 — ) Z 17@1'1-,

i=1 i=1,i#ig ~

20

kde 7 = ¢, it T ar —9%_7% je afinni kombinace ¢ vektortl, protoze ¢, it T o = = 1. Tudiz
podle indukéniho predpokladu plati, ze ¥ € W. Jelikoz je o @i, + (1 — am)y vektor ze

spojnice T, a ¥/, dostavame, Ze S0 ;% = i, iy + (1 — i, )7 lezd té67 ve W. O

Véta 6.9 (Minimalita afinntho obalu). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T
a &y, Ty, ..., % jsou vektory z V. Potom [Z1,Ts, ..., % je nejmensi (ve smyslu inkluze)

linearni varieta obsahujici body ¥y, Zs, ..., Zy.

Dikaz. 7 véty 6.8 vime, ze kazda linearni varieta obsahujici body ¥, Zs, . .., ¥, obsahuje
také [T, s, ..., T¢la. Jelikoz zdroven z véty 6.7 plyne, Ze [¥1, Za, . . ., T¢], je linedrni varieta,

mame dokazano, ze je to nejmensi linedrni varieta obsahujici dané vektory. O

Poznamka 6.10. Podle véty 6.9 je fesenim tlohy najit minimalni linearni varietu W,

kterd obsahuje vektory &, ¢, 2, afinni obal W = [Z, ¢/, Z],.

Priklad 6.11. Pomoci véty 6.9 si rozmyslete, jak vypadaji afinni obaly jednoho, dvou
nebo tif vektort v R? a R®. Napiiklad W = [7, ¢, Z]4, kde Z, 5 a Z nelez{ v jedné piimce,
tvori rovinu obsahujici ¥,y a 2.

Reseni: Jelikoz jde o linedrni varietu, musi W obsahovat spojnice Z a ¥/, ¥ a Z, i a 7. Déale
musi W také obsahovat spojnice bodi ze t¥i vyse uvedenych spojnic. Tudiz W obsahuje

rovinu, v niz lezi trojﬁhelnik s Vrcholy Z, j, Z, viz. obrazek 12. Jelikoz rovina uz je lineérni

L e e

Posledni otazka, ktera by nas mohla v souvislosti se vztahem mezi linearnimi varietami
a afinnimi obaly napadnout, zni: ,Je kazdd linearni varieta afinnim obalem néjakych
vektoru?“ Odpoved zni: ANO, ma-li V' konecnou dimenzi, NE, je-li dimV = +oo. Ale
musime nejprve prostudovat vztah mezi varietami a posunutymi podprostory, abychom

odpoved mohli zdtavodnit.
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\

Obrazek 12: Afinni obal ti{ vektori v R3, které nelezi v jedné piimce, je rovina obsahujici

trojuhelnik s vrcholy v danych bodech.

6.3 Variety jako posunuté podprostory

Nasledujici dvé véty vysveétluji, ze variety nejsou ni¢im zcela novym, ale jde jen o posunuté

podprostory.

Véta 6.12 (Posunuty podprostor je varieta). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T
PccVadaeV. Potom d+ P je linearni varieta.

Diikaz. Ozna¢me W = d + P a ovéime, ze W ma vlastnosti variety.
« Protoze 0 € P, jed+0=ae W. Tudiz W # 0.

o Jelli @, € W, pak existuji p1,p» € P takové, ze ¥ = d + p, a f = d + p». Pro
libovolné o € T potom plati, ze aZ + (1 —a)y=d+ap) + (1 —a)pp € d+ P. O

Poznamka 6.13. Specialné je podle predchozi véty kazdy podprostor linedrni varietou.

Poznamka 6.14. Mnozina feseni dané soustavy linearnich algebraickych rovnic je linedrni
varieta. Z Frobeniovy véty vime, ze ma tvar a 4+ Sy, kde Sy je mnozina feseni homogenni

soustavy, tedy podprostor.

Véta 6.15 (Varieta je posunuty podprostor). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T
a W je linearni varieta ve V. Pak existuje pravé jeden P CC V takovy, Ze pro kazdé
a € W plati, ze W = ad + P.

Diikaz. Postup bude mit t¥i kroky.

« Existence podprostoru:
Uvazujme libovolné @ € W. Polozme P =W —ad = {# — d | ¥ € W}. UkdZeme, Ze
PccV.
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(a) P #0, protoze 0 =d — @ € P.
(b) Je-li py,ps € Pa« €T, pak existuji Z, 5 € W takové, ze py = ¥ —d, py = § — d.
Potom méme:
apy +pp = (¥ —ad+9) —a e W —a,
kde jsme vyuzili faktu, ze aZ — ad + ¥ je afinni kombinace vektoru z variety,

coz je podle véty 6.8 opét vektor z variety.

o Libovolnost ve vybéru vektoru a € W:
Necht b € W. Podle predchoziho bodu existuje p' € P takovy, ze b=a-+p. Odtud
méme b+ P=G+p+P=a+P=W.

e Jednoznac¢nost podprostoru:
Ptredpokladejme, ze podprostor ) CC V splnuje W = a + (). Zaroven vime, ze
W =d+ P. Odtud je ziejmé, ze ) = P. m

Disledek 6.16. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T' a W je linearni varieta ve
V. Pak W je podprostor V, préavé kdyz 0 € W.

Definice 6.17. Podprostor z predchozi véty nazveme zamérenim variety W a znac¢ime
Z(W). Vektor d ve vyjadieni @ + Z(W) = W nazyvame vektorem posunuti. Nenulové
vektory ze Z(W') nazyvame smérovymi vektory variety W. Dimenzi variety dim W
nazveme dim Z(W). Analogicky kodimenzi variety codimW nazveme codim Z(WW). Na
zékladé dimenze zobecnime ve V' pojmy bod, primka, rovina, o kterych mame zatim

nazornou predstavu pouze v R? a R3:

Je-li dim W = 0, pak W nazyvame bodem.

Je-li dim W = 1, pak W nazyvame primkou.

Je-li dim W = 2, pak W nazyvame rovinou.

Je-li codimW = 1, pak W nazyvame nadrovinou.

Poznamka 6.18. V prikladu 6.4 jsme vyjmenovali vSechny mozné posunuté podprostory

v R? a R3. Podle véty 6.15 jde o tplny vycet linedrnich variet v téchto prostorech.

Definice 6.19. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7" a W je linearni varieta ve V.
Necht @ € W a necht dim W = ¢ € N. Oznacme (1, Zs, ..., Zy) bazi Z(W), potom zfejmé

¢
(E'tl,tg,...,tg S T) (f:6+ztlfl>}
=1

W:{fev

Rovnici & = @ + Y¢_, t;7; nazyvdme smérovou rovnici variety W. Je-li dim V koneéna
a rozepiseme-li smérovou rovnici po soutadnicich ve zvolené bazi V', dostaneme parame-

trické rovnice variety W ve zvolené bazi.
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6.4 Vzajemna poloha variet a operace s nimi

1
Priklad 6.20. Necht W je piimka v R? se zamérenim Z(W) = [(O)] a vektorem
A

1
posunuti (1) . [lustrujme pojmy z predchozi definice.

e Smeérova rovnice W:

kde ()¢ = @ .

Ackoliv jsme zvykli znacit souradnice vektoru ¥ ve standardni bazi xi,xo, r3, x4, ...,
budeme pri parametrickém zapisu linearnich variet ve standardni bazi dodrzovat ustalené

znaceni soutradnic pomoci z,y, 2, u, ...

6.4 Vzijemna poloha variet a operace s nimi

Definice 6.21. Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T a Wy, W5 jsou linearni variety

ve V. Nazveme je:

(a) rovnobéznymi, pokud Z(W;) C Z(W;) nebo Z(Ws) C Z(Wh),
(b) mimobéZznymi, pokud nejsou rovnobézné a Wi N Wy = (),

(¢) raznobéznymi, pokud nejsou rovnobézné a Wy N Wy # ().

Véta 6.22 (Prinik variet). Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a Wy, Wy jsou

linedrni variety ve V. Potom priunik Wi N Wy je bud (), nebo linedrni varieta.

Diikaz. Prazdny prunik jisté variety mit mohou. Napiiklad rovnobézné a rtizné primky
v prostoru R?. Pfedpoklddejme, Ze Wi NW, # (). UkdZeme, Ze pro libovolné 7,7 € W, NW,
a pro libovolné o € T plati, ze aZ + (1 — a)y € Wy N Ws. Jelikoz Z,y € Wy, je také
aZ + (1 — a)y € Wy. Podobné Z, i € Wy, proto také aZ + (1 — )y € Ws. Odtud plyne, ze
aZ + (1 —a)y e WiNWa. O

Ukol 6.23. Dokazte tvrzeni véty 6.22 zobecnéné pro primik libovolného poétu variet.

Ukol 6.24. * Rozmyslete si, jaké viechny mozné situace nastavaji v R? a v R* pro prinik

a vzajemnou polohu:
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6 LINEARNI GEOMETRIE %

e dvou primek,
o primky a roviny,
» dvou rovin.
Jaké situace se objevuji v prostoru R*, zatimco v R? nenastdvaji?

Definice 6.25. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7" a Wi, W5 jsou linedrni variety
ve V. Necht W, N W, = (). Pak pfimku W nazveme pfFi¢kou variet W; a Wy, pokud
WﬂWl #@aWﬂWz#@

Véta 6.26 (LK variet). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T' a Wy, W, jsou linedrni
variety ve V. Necht v, 5 € T'. Definujeme-li oW1+ Wy = {aZ+ 0y | £ € Wi, i € W}, pak
aWy + W, je také linearni varieta ve V' a plati, ze Z(aW; + W) = aZ(W;) + BZ(Ws).

Dikaz. Necht @ € W a bc Ws,. Potom méame:

aWy + W, = {ad+ aZ+ b+ 87| T € Z(W)), 7 € Z(Ws)}
= ad+ Bb+{aZ + B | T € Z(W1),§ € Z(Ws)}

Neni tézké si rozmyslet, ze aZ(W1) + Z(W3) je podprostor V. Odtud s vyuzitim véty 6.12
plyne, ze jde o varietu se zaméfenim aZ(W;) + SZ(Ws). O

Poznamka 6.27. Rozmysleme si, Zze pro zaméreni variety aW; + W5 plati:
(a) Pokud o = 8 = 0, pak Z(aW,; + gW,) = {0}.

(b) Pokud o =0 a 8 # 0, pak Z(aW; + fWy) = Z(W)).

(c) Pokud oo # 0 a 8 = 0, pak Z(aW; + pWy) = Z(W)).

(d) Pokud o # 0 a g # 0, pak Z(aW, + fW,) = Z(W;) + Z(Ws).

Véta 6.28 (Obraz variety). Necht P, jsou vektorové prostory nad stejnym télesem
aAe€ L(PQ). Necht W je linedrni varieta v P. Potom A(W) je linedrni varieta v Q
a plati, ze Z (A(W)) = A(Z(W)).

Diikaz. Necht @ € W. Pak A(d+ Z(W)) = Aa + A(Z(W)). Jelikoz linedrni obraz pod-

prostoru je podprostor, vidime, Ze jde o varietu se zamérenim A(Z(W)). ]

Véta 6.29 (Vzor variety). Necht P,() jsou vektorové prostory nad stejnym télesem
a A€ L(P,Q). Necht W je linedrni varieta v Q. Potom A~'(W) je bud (), nebo linedrni
varieta v P. Je-li A=Y(W) # 0, pak plati, ze Z(A™*(W)) = A=Y (Z(W)).
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Diikaz. A=Y (W) muZe byt prazdnd mnoZina. Napifklad pro A = © a varietu W, ktera
neni podprostorem. Predpokladejme nyni, Ze A~1(W) # (. Pro @ € A~Y(W) plati, Ze
Ad € W. Proto W = Ad+ Z(W). Ukazme, ze A~'(W) = d+ A~ (Z(W)). Jelikoz linedrni
vzor podprostoru je podprostor, bude jasné, ze A~1(TV) je linedrn{ varieta se zaméfenim
ATH(2(W)).

FeAW) & ATeW & AT c Ad+ Z(W) & A(Z—a) e Z(W)
S TF-ac A (ZW)) & Tea+ A (ZW)). O

Piiklad 6.30. POZOR! A~'(G+ Z(W)) £ A~Y(@) + A"Y(Z(W)).
Necht © € L(R?) (nulovy operdtor) a W = () + { 1
kvadrantu). Poté ©7H(W) = R?, ale

2o () +o ([()].).

protoze ©~1 (( )) = (). (A soucet dvou mnozin, z nichZ jedna je prazdnd, nemd smysl.)

)] osa prvniho a tretiho

6.5 Variety jako afinni obaly

Vysvétleme vztah mezi linedArnim a afinnim obalem.

Véta 6.31 (Linearni obal a afinni obal). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T

a I, T, ...,Ts jsou vektory z V. Potom plati:
(X1, o,y ..o Bela = T1 + [To — &1, ..., To — T1]x.
Dukaz.
b []a C fl + [ ])\I Necht 7 € [fl,fg,...,fg]a, tJ T = Zle Oéifi a Zle Q; = 1. Pak
mame:
4
=T + Z El’l—f—[ fl,...,fg—flh.
=2
o T1+ [ ])\ C Hai Necht 7 € 71 + [fg —T1,...,Tp— fﬂ)\, tj. T =124 +Zf:2Bz(f7, — f1)

Potom plati:

¢ ¢
7= <1 - Z@) T+ Y B,
= i=2

pricemz vyraz vpravo je afinni kombinaci vektoru ', Zs,..., T, protoze soucet
koeficient u jednotlivych vektort v linearni kombinaci je (1 — Zf:2 ﬁz) +Zf:2 B; = 1.
Tudiz 3?6 [fl,fg,...,fg]a. ]
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Poznamka 6.32. V afinnim obalu nezalezi na poradi vektorii, proto samoziejmé plati

pro libovolny index iy € ¢:
[xla Loy 7:[;@]04 = Ty, + [xl — ZTigy -y, Ty — xio])\-

Dtsledek 6.33. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a ¥y, %, ..., T, € V a necht
io € 0. Pak plati:

o Z([#1, %, ..., Tela) = [T1 — Tig, T2 — Tigy - -, To — Tig] -

o dim[Zy,Zo, ..., Tgla <0 —1.
Definice 6.34. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T' a &'y, @, ..., Ty jsou vektory
z V. Vektory ¥y, ..., T, nazveme:

« afinné nezavislé (AN), pokud dim[7, @, ..., Z¢la =€ — 1,

 afinné zavislé (AZ), pokud dim[Z, 7, ..., Zolo < € — 1.

Disledek 6.35.
o Jeden vektor je vzdy AN.
e Prol>2aigée @p]atf:

T1, T, ..., T jsou AN & T — Ty, ..., Tig—1 — Tigs Tig+1 — Ligy - - - » Lo — Tqy jsou LN.

Véta 6.36 (Afinni zavislost pro vice vektori). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T
a Iy,Ta,...,%y jsou vektory z V', kde £ > 2. Poté vektory ¥y, Ts, ..., %, jsou AZ, pravé

kdyz existuje ig € { tak, ze
L € [.1'1, vy Tjg—1, Tig41s - - - ,l’g]a.

Slovy: ,,Mezi alesporni dvéma AZ vektory existuje vektor, ktery je AK ostatnich. “

Diikaz.
o (=): Vektory &, Zs, ..., T jsou AZ, proto ¥ — &y, ..., T — & jsou LZ. Existuji tudiz
sla o, . . ., oy takovd, ze 0, oy (7 — 1) = 0 a zéroven existuje ig € {2,..., 0} tak,

ze a;, # 0. Odtud dostéavame:

Proto plati:



6.5 Variety jako afinni obaly

Jelikoz
¢ ¢
A Q;
R S (R S
i=2,iig Yo i=2,iio Yo
mame dokazano, ze 7;, je AK vektort 4, ..., %1, Tig41, - - -, T
o (&) Ty, €T, ..., Tiy_1,Tigs1s- - - Tila, tedy existuji ¢isla aq, . . ., a1, Qiga1, - - -5 Qp

takovd, ze T;, = Zle it ;T a Zle itig i = L. Odtud dostavame:

i=1,i#io
Jelikoz _]de o netrivialni LK vektoru fl - fio, c. 751'0—1 — fio, fi0+1 — fim Ce ,fg — fio,
jsou tyto LZ. To znamena, ze vektory &y, s, ..., Z; jsou AZ. O

Poznamka 6.37. Nabaddme ¢tendfe, aby si rozmyslel, Ze AN vektory v R? a R? vypadaiji

nasledovné:

o Jeden vektor je vzdy AN.
o Dva vektory ¥,y jsou AN & ¥ # /.
o Tri vektory @, 7, 2 jsou AN < ¥, ¢ a 2 nelezi v jedné piimce.
o« Ctyii vektory Z, 7, 7, @ jsou v R? vzdy AZ.
Ctyii vektory @, ¥, 7,1 jsou v R® AN & Z, ¢, 7, @ nelezi v jedné roviné.

Nyni uz si mizeme posvitit na otazku, zda je kazda lineadrni varieta afinnim obalem.

Véta 6.38 (Varieta konec¢né dimenze je afinni obal). Necht V' je vektorovy prostor nad
télesem T' a W je linearni varieta ve V' splnujici dim W = ¢ —1, ¢ € N. Pak existuji vektory
", Yo, - - -, Yo takové, ze

W =41, %2 - - Ytla-
Diikaz. 7 véty 6.15 plyne, ze existuje podprostor Z(W) dimenze ¢ — 1 takovy, ze W =
a+ ZW), kde @ € W. Bud je Z(W) = {0}, potom W = [d],, nebo existuje béze
(1,2, ...,%_1) podprostoru Z(W). Poté je podle véty 6.31 splnéno:

W =ad+ [#,%s,..., 01y =[a,d+ T1,d+ Ta,...,d + Ty_1]a,
W je tudiz afinnim obalem ¢ vektorii. O

Véta 6.39 (Varieta nekone¢éné dimenze neni afinni obal). Necht V' je vektorovy prostor
nad télesem T a W je linearni varieta ve V' s dim W = 4-o00. Pak W neni rovna zadnému

afinnimu obalu.

Diikaz. Podle disledku 6.33 je kazdy afinni obal varietou koneéné dimenze. Odtud tvrzeni

plyne. [
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6.6 Variety jako priniky nadrovin

Véta 6.40 (Nadrovina). Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a ¢ € V¥, o # O.
Necht o« € T'. Potom mnozina

{ZeV]p@)=a}
je nadrovina ve V.
Diikaz. Protoze ¢ # ©, plati, ze p(V) = T. Existuje tudiz @ € V tak, Ze ¢(@) = «. Potom
plati, Ze p~!(a) = @ + ker ¢, coz je zjevné varieta kodimenze jedna, nebot podle véty 4.52
je codim ker ¢ = h(p) = 1. O

Nésledujici véta osvétli, jaky je vztah mezi nadrovinami a varietami konecné kodimenze.
Viz také obrazek 13.

Véta 6.41 (Varieta jako prunik nadrovin). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T.
Necht W' je linearni varieta ve V', codimW = ¢ € N. Potom existuji LN linearni funkcionaly

©1,P2, ..., pp a Cisla ay, aq, ..., ap € T tak, Ze

W= ﬂ{fe V[ i(Z) = ai}.

=1

Slovy: ,Kazda linearni varieta o kodimenzi { je prunikem ¢ nadrovin.“

W,

<
VA

Obrazek 13: Pifmka p v R? — varieta kodimenze dva — jako prinik dvou (nad)rovin W,
a WQ.

Diikaz. Podle véty 6.15 1ze varietu psat jako W = ad+ P, kde P CC V a a je libovolny
bod z W. Podle predpokladu existuje Q CC V, doplnék P do V, splnujici dim Q) = /.

Ozna¢me X = (¥, T, ..., T;) bazi Q. Definujme pro kazdé i € /-

i = ﬂffﬁAQ a o = @i(a),
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6.6 Variety jako priniky nadrovin

pricemz Ag je projektor na () podle P. Pak se LN vektorii o1, ¢o, ..., ¢r ukaze analogicky

jako ve véteé 4.58 a zbyva ukazat, ze plati:

l
i+P={TeV|p@)=al

i=1

Je tfeba ovérit dvé inkluze:

e d+P C N_{Z € V| ¢i(¥) = a;}: Necht ¥ = @ + p, kde p € P. Protoze
Ao(P) = {0}, plati pro kazdé i € 0, ze p;(Z) = ¢;(@) + ¢i(P) = a; + 0 = a;. Tedy
7 e N7 € V] wil@) = i}

« A+ PON_ {7 eV |g(F) = a;}: Necht pro kazdé i € ¢ plati, Ze o;(Z) = oy, pak
©i(Z) = @i(@), tudiz p;(¥ — @) = 0. Oznacme Z = & — a. Jelikoz Z € V, existuje
pravé jedno p€ P a ¢ € Q tak, ze Z = p+ ¢. OznaCme [y, (o, ..., ¢ souradnice
¢ v bézi X. Dostavame ¢;(2) = @i(7) + ¢i(7) = 0+ B; pro kazdé i € . Proto
Bi=0y=---=0=0,tedy §=0azZ=pe P, neboli ¥ € a+ P. O

Definice 6.42. Rovnice

P1(T) =
p2(T) =
pe(T) = o
z véty 6.41 nazyvame vektorovymi rovnicemi variety W. Navic, je-li dimV =n € N
aje-li X = (4,2, ...,%,) baze V', potom pro libovolny vektor Z € W spliuji souradnice
B1
S B2 N . : (.
(¥)x = | . | neparametrické rovnice variety W v bazi X"
Bn

Blgpl(‘fl) + 52901<_’2) + .+ Bn(pl(fn) =
51902(‘%1) + 62902(_’2) + .+ 6n902<fn) = Q3

Bipe(T1) + Pope(@2) + ...+ Bupe(Tn) = .

Nadroviny, jejichz prinik tvori danou varietu, nejsou urc¢eny jednoznacné. Viz nésledujici
priklad.
1 1
Priklad 6.43. Zapiste piimku W s vektorem posunuti | 1 | a zaméfenim Z(W) = || o
1 0
A
dvéma riaznymi zptisoby jako prinik nadrovin.

Reseni: Uzijeme konstrukei z dikazu véty 6.41.
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6 LINEARNI GEOMETRIE %

1. Volme @ =

a g = efAQ. Poté plati:

. Nechame doplnék () stejny, volime pouze jinou jeho bazi X = ((

Polozme ¢, = xftAQ a (g = foQ, pak plati:

©a(T) = 2 (z) _Y ; Z — 01(@) = 9o (1) = 0.

Neparametrické rovnice W ve standardni bézi jsou tentokrat:

Y+ 2z
_1
2 T
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7 Konvexni mnoziny %

Motivace. Linedrni programovani (LP) fesi problém nalezeni minima (resp. maxima)
linearntho funkcionalu na jisté konvexni mnoziné. Z bohaté skaly tloh z této oblasti
jmenujme alespon dopravni problém, problém maximalizace zisku a problém minimalizace
vyrobnich naklad.

Zformulujme kanonickou dlohu LP:
Necht je ddna matice A € R™" kde h(A) = m < n. Dale necht ¢ € R" a beR™, Najdéte

min &’ &

z1

z2

pri splnéni tzv. podminek pripustnosti, tj. £ = [ . | vyhovuje podminkam:

Tn
AfzgaxiEOprokaidéiEﬁ.

Existuje-li optimélni feseni — tedy reseni, kdy se nabyva minima — pak lezi ve vrcholech
konvexniho mnohosténu (tj. konvexné nezavislych generatorech konvexniho obalu) uréeného
podminkami pripustnosti. Metody feseni tiloh LP si osvojite ve druhém roéniku v predmétu
Linearni programovani. (Za vsechny jmenujme alespon zndmou simplexovou metodu. Jeji
nazev je odvozen geometrického objektu, kterému rikame simplex a ktery si na konci
kapitoly pro zajimavost také definujeme. Ovsem pifimo se simplexy metoda pracuje jen ve

specidlnich ptipadech.)

V celé této kapitole bude V' znacit vektorovy prostor nad télesem T C R. K definici
konvexni mnoziny totiz potrebujeme pojem tsecka a ten méa dobry smysl pravé pro takova

télesa.

Definice 7.1. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T'. Necht Z, 7 € V. Useckou

mezi body ¥ a  nazveme mnozinu:
{aZ+ By |a,BET, a+p=1, o3>0}
Poznamka 7.2. Uvedme ekvivalentni zapisy tsecky:
{aZ+B7|a,BET, a+B=1, a, >0} ={af+ (1 -a)j|a € (0,1)NT}

={y+al@—9)|aec(0,1)NT}.

7 posledniho zapisu je vidét, ze tsecku mezi body ¥,y ziskdame pri¢itanim a-ndsobkl
vektoru ¥ — i k vektoru ¢ pro a € (0,1). 3 TudiZ v R? odpovida tsecka tomu, co si pod

timto pojmem kazdy predstavi. Viz obrazek 14.

397mitime, Ze v soucasné literatufe je ¢astéjsi symbol [0, 1] pro uzavieny interval.
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7 KONVEXNI MNOZINY %

Obrézek 14: Usecka mezi body & a § v R

Je mozné uvazovat pouze prostory nad 7' C R, protoze po ¢islech z T' chceme, aby sla

porovnat s nulou (a > 0), coz pro komplexni neredlnd ¢isla nelze.

Definice 7.3. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem 7'a K C V. Mnozinu K nazveme

konvexni, pokud plati:
« K#0,
o K obsahuje s kazdymi dvéma body i tiseCku mezi nimi.

Poznamka 7.4. Kazda linedrni varieta je konvexni mnozinou, protoze s kazdymi dvéma

body obsahuje tisecku mezi nimi. Usecka je totiz podmnozinou spojnice.

Priklad 7.5. Konvexnimi mnoZinami v R? jsou kromé variet (bodt, pifmek, celého R?)
také kruhy, ¢étverce, obdélniky atd. Konvexnimi mnoZinami v R? jsou opét kromé variet

(bodti, ptimek, rovin a celého R?) také koule, krychle, kvadry atd.
S pojmem usecka tzce souvisi pojem konvexni obal.

Definice 7.6. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T" a 1, Zs, . . . , Ty jsou vektory z V.
Potom konvexni kombinaci vektort &, @5, . . ., Z; nazveme linearni kombinaci Zf;:l LT,
kterd splituje 2¢_ o = 1 a oy > 0 pro kazdé k € £. Mnozinu viech konvexnich kombinaci
nazyvame konvexnim obalem vektoru #p,%s,...,Z, a znac¢ime [Ty, T, ..., Z,. Plati
tedy:

4

[371,5527 e ,fe]n = {Z T,

k=1

‘
Zakzl, ap €T aakZOprokaidékeé}.
k=1

Poznamka 7.7. Primo z definice plyne, Ze konvexni obal dvou vektorii je roven tsecce

mezi nimi.
Souvislost konvexnich oballl a konvexnich mnozin je shrnuta v nasledujicich tfech vétach.
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Obrézek 15: Hvézda neni konvexni mnozinou v R2. Je vyznacena tisecka mezi body hvézdy,

kterd neni ve hvézdé obsazena.

Véta 7.8 (Konvexni obal je konvexni mnozina). Necht V je vektorovy prostor nad

télesem T a Ty, s, ..., % jsou vektory z V. Pak K = [Ty, s, ..., %, je konvexni mnoZina
a K obsahuje 71,75, ..., Ty.
Diikaz. Analogie dikazu véty 6.7. O

Véta 7.9 (Konvexni mnozina obsahuje konvexni kombinace). Necht V' je vektorovy prostor
nad télesem T a K je konvexni mnozina ve V. Necht ¥y, ¥s, ..., %, jsou vektory z K. Pak
plati:

£, T, ..., B4 C K.

Slovy: ,,Konvexni mnozina obsahuje s libovolnymi svymi body i vsechny jejich konvexni

kombinace. “
Diikaz. Analogie ditkkazu véty 6.8. ]

Véta 7.10 (Minimalita konvexniho obalu). Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T
a x1,Ts,..., T, jsou vektory z V. Potom [T, T, . .., %, je nejmensi konvexni mnozina (ve

smyslu inkluze) obsahujici body %1, Zs, . . ., .

Dikaz. 7 véty 7.9 vime, ze kazda konvexni mnozina obsahujici body 1, ¥s, . . . , ¥y obsahuje
také [Ty, s, ..., Zs].. Jelikoz zéroven z véty 7.8 plyne, Ze [¥1,Zs, ..., 7], je konvexni

mnozina, mame dokazano, ze je to nejmensi konvexni mnozina obsahujici dané body. [J

Poznamka 7.11. Podle véty 7.10 je fesenim tlohy najit minimélni konvexni mnozinu K,

kterd obsahuje vektory #,¥, 2, konvexni obal K = [Z,¥, Z],..
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7 KONVEXNI MNOZINY %

Priklad 7.12. Rozmyslete si, jak vypadaji konvexni obaly jednoho, dvou, tii, ¢tyt, péti
vektortt v R? a R3. Napiiklad K = [Z, 7, Z].., kde 7, ¥, Z jsou AN vektory, tvoii trojihelnik
s vrcholy Z, 4y a 2.

Reseni: JelikoZ jde o konvexni mnozinu, musi K obsahovat tsecky mezi 7 a ¢, 7 a Z, §
a Z. Dale musi K také obsahovat tisecky mezi body ze tii vyse uvedenych tsecek. Tudiz K
obsahuje trojuhelnik s vrcholy &, ¢, 7, viz obrazek 16. Jelikoz trojthelnik uz je konvexni

mnozina, nasli jsme nejmensi konvexni mnozinu obsahujici Z, ¥/, Z, tedy jsme nasli [Z, ¥/, Z]..

Obrazek 16: Konvexni obal t¥i AN vektortt v R? je trojihelnik s vrcholy v danych bodech.

Posledni otazka, ktera by nas mohla v souvislosti se vztahem mezi konvexnimi mnozinami
a konvexnimi obaly napadnout, zni: ,Je kazda konvexni mnozina konvexnim obalem
néjakych vektoru?“ Odpovéd — na rozdil od linedrnich variet — zni: NE (nezavisle na
dimenzi V). Napiiklad v R?, jak si snadno rozmyslite, jsou konvexni obaly mnohothelniky.

Proto kruh jako konvexni obal koneéné mnoha vektor neziskame.

Definice 7.13. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a &y, T1,..., 7 jsou AN
vektory z V', k € Ny. Pak [%y, 1, . . ., Zk] nazyvame k-simplexem s vrcholy %y, 71, . . ., Zk.

Specialné nazyvame:

(1) [f), bodem,

(b) [%o, 71]. tseckou,

(¢) [Zo, ¥, Xs)x trojuhelnikem,
(d) [Zo, &1, T, T3, CtyFsténem.

Poznamka 7.14. Uvédomme si, Ze k-simplexy v R? odpovidaji nasi geometrické predstavé

bodu, tsecky, trojuhelniku a ¢tytsténu.
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Definice 7.15. Necht V' je vektorovy prostor nad télesem T a &y, T, . .., T, jsou vektory
z V, £ > 2. Rekneme, Ze jsou konvexné zavislé (KZ), pokud existuje index iy € /
tak, Ze @, € [¥1,..., %1, Tig11,---,ZTe)s- V opacném piipadé je nazveme konvexné

nezavislymi (KN). Jediny vektor je vzdy KN.

Piiklad 7.16. Zatimco v R? jsou nanejvys tii vektory AN, pro libovolné n € N lze najit
n KN vektorii. Napriklad vrcholy libovolného pravidelného mnohothelniku jsou KN.

113



8 Dodatek 1: Polynomy

Definice 8.1. Komplexni funkci komplexni proménné p: C — C nazveme polynomem,
pokud existuje n € Ny a existuji ¢isla ag, aq,...,q, € C (nazyvame je koeficienty

polynomu) takova, ze
p(t) = ap + ait + -+ - + a,t"  pro kazdé ¢ € C. (5)
Nézvoslovi:
e Nulovy polynom O definujeme O(t) := 0 pro kazdé t € C.

o Stupen polynomu st p = max{i € {0,1,...,n} | a; # 0}. (Vyjadiuje, jakou

maximalni mocninu ¢ polynom obsahuje.) 4°

e Podle stupné n naptriklad rozlisujeme:
— linedrni polynom (n = 1), naptiklad p(t) =t + 3,
— kvadraticky polynom (n = 2), napiiklad p(t) = —t* + & + /3,
— kubicky polynom (n = 3), napiiklad p(t) = —it3.
« Kofen (nulovy bod) polynomu p je kazdé ¢islo tg € C spliujici p(tg) = 0.
e Redlnym polynomem nazveme polynom s realnymi koeficienty.
Nasledujici tvrzeni bude zakladni ingredienci nékolika dukazu.
Lemma 8.2. Je-li p nulovy polynom, potom vsechny jeho koeficienty jsou nulové.

Diikaz. Ctenéf z matematické analyzy vi, Ze polynom je spojita funkce. Odvolame se tedy
na tuto znalost. Necht p mé tvar (5). Pak jisté oy = 0 (staci dosadit ¢t = 0). Dostavame

potom:
p(t) =tlag + -+ at™ ) = tq(t).

Polynom ¢ je tudiz nulovy pro kazdé t € C\ {0}. Ze spojitosti funkce ¢ je také ¢(0) = 0.
Dosazenim ¢ = 0 odvodime, ze o; = 0. Opakovanim postupu zjistime, ze také vSechny

dalsi koeficienty jsou nulové. n

Poznamka 8.3. Podle definice stupen nulového polynomu neexistuje. (Jako jediny z po-

lynomu nemé stupen definovan.) POZOR! Polynom nultého stupné je nenulové konstanta.

Véta 8.4 (Jednoznacnost koeficientti polynomu). Koeficienty polynomu jsou urceny

jednoznacné.

40Té% se pouziva symbol deg p z anglického slova degree, coZ znamens stuper.
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Diikaz. Tvrzeni dokazeme sporem. Predpokladejme, zZe existuje polynom p, pro ktery plati:

Z at! = Z B;t'  pro kazdé t € C (pfitom «, a 3, mohou byt nulova &fsla)
7=0
a existuje index jo € {0,1,...,n} takovy, ze oy, # f;,- Pak ale plati:

n

Z — B =0 pro kazdé t € C,

a tudiz jde o nulovy polynom. Protoze zaroven «;, — 3;, # 0, dostdvame spor s tvrzenim
lemmatu 8.2. [

Poznamka 8.5. Az nyni jsme se dozvédéli, ze definice stupné polynomu je korektni, tj. ze

kazdy polynom ma stupen jednoznac¢né urceny.

Poznamka 8.6. V prikladech casto vyuzijeme, ze z véty 8.4 plyne: Dva polynomy se

rovnaji, pravé kdyz se rovnaji jejich koeficienty u jednotlivych mocnin proménné.

Cilem zbytku kapitoly bude dojit k diikazu tvrzeni o rozkladu polynomu na kotenové
c¢initele. Nasledujici véta bude jednou z mala, které ponechame bez dikazu. Dikazu sice

existuje celd fada, ale vSechny vyzaduji znalosti nad ramec prvnfho ro¢niku. 4!

Véta 8.7 (Zakladni véta algebry). Kazdy polynom alespori prvniho stupné ma v C alespori

jeden koren.

Véta 8.8 (Bézoutova 42 véta). Necht p je polynom stupnén € N a ty € C. Potom existuje
polynom ¢ stupné n — 1 takovy, Ze plati:

p(t) = p(to) + (t — to)q(t) pro kazdét € C.
Diikaz. Necht p je tvaru (5) a a,, # 0. Potom

p(t) _p(tO) = Z?:() ajtj - Z;L:Q Oéjtg = Z;L OOéj(tj —tj)
- o ) = S aglt — o) S
= (t—t) 1%2 it = (t—to)Z“t’ JHloz]t{)lz.

Stadf oznadit q(t) = S0, t* > iit ozjté_l_i. Je to polynom a ma stupen n — 1, protoze

pro i = n — 1 dostaneme maximdaln{ mocninu t"~1, kterou ¢(t) obsahuje, a koeficient u t"~!

je a,, # 0.
V ditkazu jsme vyuzili vzorec o/ — b = (a — b) )5 a’b’~'~7, ktery plati pro kazdé
a,b € CajcN. (Ctendf jej dokdze saém matematickou indukei.) O]

4 A¢koliv bylo tvrzeni zékladni véty algebry znamo jiz od 17. stoleti (nejprve ovSem pro redlné polynomy),
prvni korektni dukaz publikoval az v roce 1806 francouzsky matematik Jean-Robert Argand [vyslovnost
»Zan robér argdn®] (1768-1822). Znamy je dukaz z Gaussovy dizerta¢ni prace z roku 1799, ktery ovSem
obsahoval diru v podobé nedokdzaného topologického tvrzeni. Tuto diru zalepil az roku 1920 rusky

matematik Alexander Ostrowski (1893-1986).
42Etienne Bézout (1730-1783), francouzsky matematik
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8 DODATEK 1: POLYNOMY

Disledek 8.9. Kazdy polynom stupné n, kde n € Ny, ma nejvyse n riznych koren.
Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukeci podle stupné polynomu n.
e Pron =0 je platnost tvrzeni evidentni.

o Predpokladejme pro néjaké n > 0, ze kazdy polynom stupné n ma nejvyse n kofenil.
Necht p je polynom stupné n+ 1 a necht ¢y je jeho kofen (podle Zakladni véty algebry
vime, ze takové tg € C existuje). Podle Bézoutovy véty existuje polynom ¢ stupné n
takovy, ze

p(t) = (t —to)q(t).
Jelikoz mé ¢ podle indukéniho predpokladu nejvyse n korenti, ma p nejvyse n + 1

korent. O
Disledek 8.10. Jediné nulovy polynom ma nekonec¢né mnoho korent.

Poznamka 8.11. Pokud tedy u né&jakého polynomu tvaru p(t) = >0 a;t? zjistime, ze
ma vice nez n kofent, pak uz jde nutné o nulovy polynom. TudiZ a; = 0 pro kazdé

j € {0,1,...,n}. (Toto pozorovani hraje samoziejmé roli jen v pripadech, kdy jsou

vvvvvv

Véta 8.12 (Rozklad polynomu na kotrenové ¢initele). Necht p je polynom stupné n € N

tvaru (5), tj. oy, # 0. Necht tq,ts, ...ty jsou vsechny jeho navzdjem riizné koreny. Potom
existuji jednoznacné urcena cisla ny,ns,...,n; € N takova, ze Z§:1 n; = n a pro kazdé
t € C plati:

p(t) = an(t — )" (t — )™ ... (t — tg)" .
Rikédme, Ze n; je ndsobnost korene t; at —t; je korenovy c¢initel prislusejici t;.
Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukeci podle stupné polynomu n.

e« Pron =1 je pro p(t) = ag + agt jednoznaénym rozkladem na kofenové Cinitele
p(t) = ai(t +22).

o Predpoklddejme pro néjaké n > 1, ze kazdy polynom stupné n ma jednoznacny
rozklad na kofenové ¢initele. Necht p je polynom stupné n+1 a necht ¢, je jeho koren
(podle Zakladni véty algebry vime, zZe takové tg € C existuje). Podle Bézoutovy véty

existuje polynom ¢ stupné n takovy, ze

p(t) = (t = to)q(t)-

Podle indukéniho predpokladu méa ¢ jednoznac¢ny rozklad na kofenové cinitele,
tj. existuji jednoznac¢né urcena ¢isla nq, no, ..., n; € N takova, ze Z?Zl nj =n a pro
kazdé t € C plati:

(1) = nlt — 1) (E — t2)™ ... (t — t)™.
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Odtud mame rozklad p na korenové Cinitele:
p(t) = an(t —to)(t —t1)" (¢t —t2)™ ... (t — 1)
Ten lze jesté upravit. Pokud ¢y = ¢; pro néjaké j € l%, pak dostaneme:
p(t) = an(t —t)™ (t —t2)™ ... (t—t;)" (= ty)™.
V opacném pripadé mame:
p(t) = ap(t — )™ (t —to)"™ ... (t — t)™ (t — tgyr)™ 1,
kde tx11 = tp a np1 = 1. Je zfejmé, Ze soucet nasobnosti je n + 1.
Ponechame ¢tenéri k rozmysleni, Zze nami nalezeny rozklad p na korenové cinitele je
jediny (az na poradi Cinitelt). O
Poznamka 8.13. Neni tézké si rozmyslet, Ze nasobnost kotene polynomu lze ekvivalentné

definovat nasledujicim zptsobem: ty je kofen polynomu p nasobnosti k, pokud existuje
polynom ¢ takovy, ze p(t) = (t — to)kq(t) pro kazdé t € C a q(ty) # 0.

Véta 8.14 (O korenech realnych polynomti). Necht p je realny polynom a tq je jeho koren

nésobnosti k. Potom tg je také jeho koren ndsobnosti k.

Diikaz. 7 Bézoutovy véty vime, Ze p(t) = (t —t9)*q(t) a q(to) # 0. Pro kazdé t € C diky
realnosti koeficient p a diky vlastnostem komplexnich ¢isel plati:

p(t) = p(t) = (T —to)*q(t) = (t —70)*q(?).

Oznaéme 7(t) = q(%). Pak r je jisté polynom a (%) = q(to) # 0. Tim je dokazéno, ze , je

kofen p nasobnosti k. O
Disledek 8.15. Ma-li realny polynom lichy stupen, pak ma realny koren.

Poznamka 8.16. Rozklad realného polynomu na kofenové Cinitele v realném oboru: Je-li
to € C\ R korfen redlného polynomu p ndsobnosti k, potom £, je také kofenem p nasobnosti

k a v rozkladu na kofenové ¢initele mizeme sloucit jim odpovidajici ¢initele:
(t = t0)"(t —T0)" = ((t — to)(t — T0))" = (* = (to + o)t + tolo)",
kde to + to = 2Re(tg) a také toly = |to|? jsou realna cisla.

Priklad 8.17. Redlny polynom p(t) = t* — 1 ma

v komplexnim oboru rozklad:
th—1=(t—-1(t+1){t—i)(t+i),
zatimco v realném oboru ma rozklad:

th—1=0t-1D0t+1)F+1).
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9 Dodatek 2: Historie vektorového prostoru

Linearni algebra se na vysokych skolach uci ,proti toku casu“. Celou historii linearni
algebry se tahly soustavy linedrnich algebraickych rovnic (k jejich kompletnimu feSeni se
ale dospélo az roku 1905), determinanty se objevily sto let pfed maticemi (v poloviné 18.
stoleti nalezly determinanty svou oblibu diky Cramerovu pravidlu, ** zatimco matice byly
poprvé pofddné zpracované az v dile Caleyho roku 1858). 4t Vrcholem veskeré abstrakce
je pak pojem vektorového prostoru, jehoz naznak se objevuje v dile Grassmanna v roce
1844 a poté Peana roku 1888. Pojdme se na historii vektorového prostoru podivat blize
a seznamit se pravé s Grassmannem a Peanem, ktefi jsou povazovani za otce linearni
algebry. Informace ¢erpame prevazné z knih a ¢lanku [5, 2, 10].

Pojem vektoru pochézi z fyziky, je to veli¢ina majici smér a velikost (sila, rychlost).
Matematika zavadi vektory v souvislosti s komplexnimi ¢isly — Gauss roku 1831 zac¢inéd
pracovat s komplexnimi ¢isly jako s vektory v roving. 4° Jesté piedtim Bolzano definuje
operace s body, pfimkami, rovinami. 46 Roku 1832 Bellavitis pfedstavuje tzv. ekvipolentni
pocet s tseckami. 47 Termin vektor i skaldr najdeme roku 1843 poprvé u Hamiltona
v praci o kvaternionech, vektory ve vicedimenzionédlnich prostorech se objevuji u Caleyho,
Hamiltona a Grassmanna. 4 Ve vSech téchto pracich jde o konkrétni piiklady vektorovych
prostort, kde se s vektory pocitd podobné jako s ¢isly (scitaji se, ndsobi ¢islem), ale
neexistuje zadna obecna definice vektorového prostoru, kterd by vsechny tyto priklady
zahrnovala.

Podobné se také pojmy linedrni (ne)zavislost, dimenze a baze objevuji v riznych
kontextech: v algebraické teorii ¢isel (Dedekind), *° v linedrnich diferencidlnich rovnicich
(viz [4]), v FeSeni homogennich soustav linedrnich algebraickych rovnic (Euler si v§ima jisté

zévislosti rovnic, i kdyZ pojem definuje jen vagné), 5

v euklidovské geometrii (kartézské
soufadnice zavadi Descartes 5! v 17. stoleti, Euler zkoum4 prostor R?, Monge *? potom

na pocatku 19. stoleti prostor R™), v prostoru matic (operace s maticemi popisuje Caley
v roce 1858).
V 19. stoleti se rodi axiomaticky ptistup k matematice a snaha o praci s objekty jako

s ¢isly: kone¢né grupy a télesa definuje Weber ®® v roce 1893, kvaterniony zavadi Hamilton

43Gabriel Cramer (1704-1752), §vycarsky matematik

4 Arthur Cayley (1821-1895), britsky matematik a pravnik

45 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik, fyzik a astronom
46Bernard Bolzano (1781-1848), desky, némecky mluvici matematik, filozof a knéz
4TGiusto Bellavitis (1803-1880), italsky matematik

48William Rowan Hamilton (1805-1865), irsky matematik, fyzik a astronom
49Richard Dedekind (1831-1916), némecky matematik

%0Leonhard Paul Euler (1707-1783), §vycarsky matematik a fyzik

S1René Descartes (1596-1650), francouzsky matematik, fyzik a filozof

2Gaspard Monge (1746-1818), francouzsky matematik, pifrodovédec a politik
®3Heinrich Martin Weber (1842-1913), némecky matematik
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v roce 1843, Caley a Graves % studuji oktoniony, Peirce ®> definuje pojem algebra v roce

1870, Peano axiomaticky zavadi prirozena ¢isla roku 1889.

Prvni, kdo prichazi s ideou vektorového prostoru a studiem jeho vlastnosti, je Hermann
Giinter Grassmann, ktery za svého zivota dosahl uznani na poli lingvistiky, nikoliv vSak
matematiky. Jeho pripad nam ukaze, jak je dilezité naucit se dobfe jazyk matematiky

a umét jeho prostrednictvim jasné formulovat myslenky:.

Hermann Giinter Grassmann (1809, Stétin, Prusko — 1877, Stétin, Némecko)

Obrazek 17: Hermann Gunter Grassmann

Hermanntv otec Justus byl profesorem matematiky a fyziky na gymnaziu a syn Sel v jeho
slépéjich. Zpocatku to vsak na kariéru profesora nevypadalo, nebot Hermann byl jen
prumérnym studentem. V poslednim roc¢niku se ale vzchopil a odmaturoval na pozici
druhého nejlepsiho studenta gymnazia. V roce 1827 nastoupil na univerzitu v Berliné, kde
studoval teologii, literaturu, filozofii a klasické jazyky, ale zadnou matematiku ani fyziku!
Stal se profesorem nizsiho stupné gymnazia. V roce 1840 slozil zkousku, ktera mu umoznila
vyucovat matematiku, fyziku, chemii a mineralogii na vys$im stupni gymnézia. Urover
gymnazii v 19. stoleti byla velmi vysoka a takova zkouska vyzadovala nejen vyborné
znalosti uciva, ale dokonce vypracovani puvodni védecké prace. Grassmannova prace nesla
nazev Theorie der Ebbe und Flut (Teorie odlivu a prilivu) a slo o aplikaci vektorovych
metod, které rozvijel uz od roku 1832.

Zaroven se Grassmann vénuje jazykim. V roce 1842 vydava uc¢ebnice mluvené némciny
a latiny:.

Roku 1844 prichézi pro dnesni linearni algebru zlomové dilo Die lineale Ausdehnungs-

lehre, ein neuer Zweig der Mathematik (Teorie linedrnich extenzi, nové odvétvi matematiky).

> John Thomas Graves (1806-1870), irsky matematik a pravnik
5Charles Sanders Peirce (1839-1914), americky matematik, logik a filozof
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9 DODATEK 2: HISTORIE VEKTOROVEHO PROSTORU

Objevuje se tu idea algebry, kde jsou definovany operace se symboly reprezentujicimi
geometrické objekty (body, tsecky, rovnobézniky, rovnobéZnostény). V- Ausdehnungslehre
Grassmann predbéhl dobu, jak uvidime, jeho myslenky nasly pochopeni az ve 20. stoleti.
Ovsem jeho dilo nebylo prijato matematiky jesté z dalsich dvou divodi. Grassmann mate-
matiku nikdy nestudoval, a tak celé dilo bylo sepsano filozoficky, obzvlast ivod byl pro
matematiky necitelny. A jako matematik-amatér byl prehlizen matematiky-profesionaly.
Grassmann se ovSem nevzdal a studiu vektorovych prostorii se i nadale vénoval. Zejména
se snazil ukazat mozné aplikace, napriklad v roce 1845 v dile Theorie der Elektrodynamik.

Roku 1846 ziskava za dilo Geometrische Analyse gekniipft an die von Leibniz erfundene
geometrische Charakteristik (Geometricka analyza spojend s geometrickou charakteristikou,
objevenou Leibnizem) cenu od Cisaiské Jablonowské spole¢nosti (predchidkyné akademie
véd v Lipsku). Grassmann doufé, Ze cena mu pomuze ziskat post na univerzité, touzi se
totiz vénovat naplno védé. Jeho zadost je ovSsem zamitnuta na zakladé Kummerovych slov:
,doporu¢enfhodny material, ale vyjadieny v téZko srozumitelné formé“. 56 Grassmann tedy
opét narazi na problém filozofického nejasného vyjadirovani myslenek.

Uvedme i par detailti z jeho osobniho zivota. Roku 1849 si bere Therese Knappe,
s niz mé jedendct déti, ovSsem jen sedm z nich dosdhne dospélého véku. Jeden ze synii se
stal matematikem, nazev jeho dizertace znél Anwendung der Ausdehnungslehre auf die
allgemeine Theorie der Raumkurven und Krummen Flichen (Pouziti Ausdehnungslehre ve
vSeobecné teorii prostorovych kiivek a zakiivenych ploch), jablko tak skuteéné nepadlo
daleko od stromu.

Nedostatek uznani v matematice primeél Grassmanna, aby se obratil ke své druhé
zalibé — lingvistice. Studium sanskrtu a gétstiny mu prineslo ispéch, porovnanim fonetiky
zpochybnil pozici sanskrtu jakozto nejstarsitho indoevropského jazyka.

Ausdehnungslehre byla ale jeho nejcennéjsim dilem a rozhodl se, Ze ji jesté jednou
prepise, aby matematicky svét konecné docenil jeji vyznam. V roce 1862 publikuje Die
Ausdehnungslehre: Vollstandig und in strenger Form bearbeitet (Teorie extenzi: prepraco-
vand dukladné a v ptrisné formé), ale dilo m4 jesté mensi ispéch nez Ausdehnungslehre
z roku 1844. Lze tudiz Tici, ze béhem zivota se Grassmann dockal vétsiho uznani v oblasti
lingvistiky nez v matematice.

Podivejme se nyni blize na Ausdehnungslehre. Nazev teorie extenzi pochazi z faktu,
ze Grassmann definuje i sou¢in a napriklad souc¢inem bodu je tsecka, soucinem usecek
rovnobéznik, souc¢inem rovnobéznikl rovnobéznostén, tedy vzdy objekt v prostoru vyssi
dimenze. Nés ale zajima souvislost Ausdehnungslehre s linearni algebrou. Grassmann zac¢ina
se souborem ,jednotek® ey, ey, €3, ... (coz jsou v dnesnim smyslu linedrné nezavislé vektory)
a uvazuje jejich formalni linearni kombinace ae; + ases + ages + ..., kde a; € R. Takové

kombinace tvori mnozinu, kterou Grassmann dale zkouma. Definuje nulovost a rovnost

*6Ernst Eduard Kummer (1810-1893), némecky matematik
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linedrnich kombinaci, jejich soucet a ndsobeni skalarem. Zavadi axiomy linedrniho prostoru
pro tyto operace. Predstavuje pojmy linedrni nezavislost, linearni obal, dimenze, baze,
linedrni podprostor a jeho doplnék. Dokazuje nezavislost dimenze na volbé baze, Steinitzovu
vétu o vyméné (Steinitz °7 ji poté znovu dokaZe roku 1913, jelikoz Grassmannovy vysledky
nejsou znamé), 1. vétu o dimenzi. Dokazuje, ze linedrné nezavislé vektory lze doplnit na
bazi a z generatori lze vybrat bazi. Odvozuje vzorec pro zménu soutadnic pti prechodu
k jiné bazi. Vidime proto, ze velka ¢ast teorie linearni algebry, kterou probirame v prvnim

semestru, pochazi pravé od Grassmanna.

Tvircem prvni axiomatické definice vektorového prostoru je Giuseppe Peano. Na rozdil od
Grassmanna byl Peano mezi matematiky obdivovan pro svou schopnost precizné formulovat
myslenky. Také dokazal hbité nachazet protipriklady k chybnym tvrzenim a nalézat chyby
ve vysledcich ostatnich matematikti. Jak uvidime, byl opakem Grassmanna i v tom, ze
sklidil aspéch na poli matematiky, nikoliv vSak ve svych lingvistickych a encyklopedickych

projektech.

Giuseppe Peano (1858, Cuneo, Italie — 1932, Turin, Italie)

Obréazek 18: Giuseppe Peano

Roku 1880 promoval na univerzité v Turiné a ziskal post asistenta. V roce 1884 podle
pirednasek svého skolitele Genocchiho %8 sepsal Calcolo Differenziale e Principii di Calcolo
Integrale, podepsal se jen jako spoluautor, ale Genocchi pise v predmluve: ... to vse je
zasluhou tohoto vyjimeéného mladého muze Dr. Giuseppa Peana.“ Dilo prispélo k jeho

jmenovani profesorem téhoz roku, ziskal tedy tento titul velmi mlady.

STErnst Steinitz (1871-1928), némecky matematik
8 Angelo Genocchi (1817-1889), italsky matematik

121



9 DODATEK 2: HISTORIE VEKTOROVEHO PROSTORU

Nesmrtelnost Peanovi prinesly zejména tii vysledky:

(a) 1889 — Peanovy axiomy prirozenych ¢isel v dile Arithmetices principia, nova methodo

exposita,

(b) 1890 — Peanova kiivka, coz je spojité zobrazeni definované na (0, 1), jehoz obor hodnot

vyplni jednotkovy ctverec,
(c) polozeni zakladi matematické logiky a teorie mnozin.

Roku 1887 publikuje Applicazioni Geometriche del Calcolo Infinitesimale, kde prokazuje
dobrou znalost a schopnost ddvat do zajimavych souvislosti vysledky Mébia, 5 Hamiltona,
Bellavitise a Grassmanna. V roce 1888 prichézi Peanovo stézejni dilo pro linearni algebru
Calcolo geometrico secundo I’Ausdehnungslehre di H. Grassmann, precedutto dalle ope-
razioni della logica deduttiva, které koncéi prvni axiomatickou definici vektorového
prostoru. Modernim jazykem zde prehledné a srozumitelné zpracovava hlavni Grassman-
novy myslenky. Uvadi piiklady vektorovych prostorii: R, C, R?,R3, prostor linedrnich
zobrazeni, prostor polynomil.

Vyznamnym pocinem je zalozZeni casopisu vénovaného logice a teorii mnozin Rivista di
matematica v roce 1891. Kvalitu ¢asopisu zarucoval fakt, ze Peano jako recenzent snadno
nachéazel ve vysledcich chyby a k nim protipriklady a garantoval tak publikaci pouze
korektnich vysledkii.

Koncem 19. stoleti nastava zlom v Peanové kariétfe: vénuje cas ambiciéznim projekttim
s malym ohlasem. V letech 1892 az 1908 pracuje na projektu Formulario mathematico,
ktery ma za cil shrnout veskeré matematické vysledky do jediné knihy, navic pomoci nové
logické symboliky. Peano pouziva projekt i k vyuce, jeden ze studentt vzpomina: ,Nuti
nas travit spoustu ¢asu ucenim se symboliky, kterou uz nikdy jindy v Zivoté nevyuzijeme.
Naopak ochotu naucit se Peanovo znaceni projevil roku 1900 Russel: ,Znal jsem jeho
prace, ale jeho znaceni jsem neovladal. Fakt, ze se na Kongresu vyjadroval presnéji nez
vSichni ostatni a ze vzdy nachéazel ty nejlepsi argumenty, mé primél k rozhodnuti, zZe si
jeho znadeni osvojim.“ %0 V roce 1903 odstartoval dalsi ambiciézni projekt Latino sine
flexione, coz mél byt univerzalni mezinarodni jazyk bez gramatiky, kombinujici slova
z latiny, anglictiny, némciny a francouzstiny. A zavrsenim vseho bylo sepsani finalni verze
Formulario mathematico v tomto univerzalnim jazyce Latino sine flexione!

Pro zajimavost uvedme Peanovu axiomatickou definici vektorového prostoru (nazyva
jej linedrni systém), abychom vidéli, jak moc se podobé definici dnesni. Zapisujeme ji

ovsem pomoci ,nasi“ symboliky.

59 August Ferdinand Mébius (1790-1868), némecky matematik a astronom
50Bertrand Arthur Wiliam Russell (1872-1970), britsky matematik, logik, filozof a spisovatel, nositel

Nobelovy ceny za literaturu

122



Definice 9.1. Nechf V je mnozina, pro niz plati:
(a) Je definovana rovnost @ = b jako symetrickd a tranzitivnf relace na V x V.

(b) Je definovano scitani jako zobrazeni V' x V — V' splnujici:
Va=b=a+c=b+¢ 2)a+b=>b+a, 3)a+(b+2) = (@+b) +7¢

(c) Prod eV am € N znamend ma soucet m prvki rovnych @. Snadno nahlédneme, zZe
4) @=b= md=mb, 5) m(@—+b) = md+mb, 6) (m+n)d=ma+ nd,

7) m(nd) = (mn)d, 8) ld = d.

(d) Je definovano nasobeni redlnym ¢islem jako zobrazeni R x V' — V| které zobecnuje

vlastnosti pro nasobeni ptirozenym c¢islem.

(e) Existuje prvek 0, ktery pro kazdé @ € V spliiuje 0
a-+ (—1)5, pak je ziejmé, ze 9) @ — a =0, 10) @ +

Potom V nazveme linearnim systémem.

Axiomy tykajici se rovnosti v dnesni definici neuvadime, automaticky predpokladame,
ze mnozina, kterou uvazujeme, je relaci rovnosti vybavena. Bod (c¢) tykajici se ndsobeni
prirozenym ¢islem je nadbytecny. Peano jej uvadi, aby ¢tenar 1épe porozumél, odkud se
berou axiomy vyzadované po nasobeni redlnym ¢islem. Podobné jsou nadbyteéné body 9)

a 10). Maji pouze ¢tenari odhalit dalsi dilezité vlastnosti.

Ukol 9.2. * Vyrobte z Peanovy definice linedrniho systému definici, kterd bude obsahovat
pouze sedm axiomu a bude ekvivalentni s ,nasi“ definici vektorového prostoru. To jest,
vezmeme-li stejnou mnozinu V' a téleso T" a definujeme stejné operace, pak ,nasich“ osm
axiomu bude platit pravé tehdy, kdyz bude platit sedm Peanovych axiomu. (Napovéda:
Vypustte z Peanovy definice vSe nadbytecné.)

Byvalo by tudiz stacilo pouzit v definici vektorového prostoru sedm axiomui. Definice

s osmi axiomy se nam vsak jevila prehledné;jsi.

Na prijeti konceptu vektorového prostoru si ale matematika jesté pockala az do 20. stoleti.
V roce 1920 Banach ve své dizertacni praci zavadi tplné normované vektorové prostory,
kterym se dnes fika Banachovy, a pri té prilezitosti definuje vektorovy prostor presné tak
jako my dnes. %' Prvni uéebnice, v niz se objevuje pojem vektorovy prostor, je Modern
Algebra z roku 1930 od van der Waerdena 2 (na rozdil od matematické analyzy, kde je

prvni uéebnice jiz z roku 1696 od L'Hospitala). %3

61Stefan Banach (1892-1945), polsky matematik
52Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996), holandsky matematik a historik matematiky
63Guillaume Francois Antoine, Marquis de 1’'Hépital, téZ psany L’Hospital [vyslovnost ,gijom fransua

antuan, marki d lopital“] (1661-1704), francouzsky matematik
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